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Prefacio

A ultimas fechas, tanto la Probabilidad como la Estadistica se han erigido como las materias o asigna-
turas académicas que ofrecen las herramientas de orden objetivo, a fin de generar procesos de pen-
samiento ldgico-racionales basados en el analisis de |a informacion cuantitativa relativa a todo tipo de
actividades y fenomenos desamollados por personas y organizaciones.

El panorama propuesto exige a estudiantes y académicos mantenerse familiarizados con los prin-
cipios, métodos y técnicas matematicos que les faciliten organizar, sintetizar, computar y analizar infor-
macion cuantitativa, con el objetivo de poder tomar las decisiones mas adecuadas, asi como para la
optimizacion del desarrolle de aplicaciones con propositos especificos.

En atencion a lo expuesto antes, la estructura de los contenidos de este libro ha sido disenada
con el proposito de:

= Exponer de manera resumida los principales temas relativos a la Probabilidad y a la Estadistica, en
terminos y palabras sencillos y simples, evitando un lenguaje matematico complejo.

* Destacar notas al margen donde se detallan aquellos conceptos que se consideran trascendentes,
a fin de que el estudiante se familiarice con estos, relacionandolos con los desarrollos tematicos.

s Desamollar los procesos de solucién de problemas basados en aplicaciones de orden practico, los
cuales permitan al estudiante repasar los metodos de calculo, con el objetivo de gue este refuerce
su entendimiento tematica.

* Proponer un amplio catdlogo de problemas resueltos y para resolver; asi, al final de cada unidad
se proporcionan ejercicios y problemas cuyos planteamientos exponen retos tedrico-conceptuales
para quienes intentan resolverlos.

En terminos generales, este libro se considera un texto Gtil para el complemento de las exposiciones
teoricas dictadas en el aula, quedando en manos de los estudiantes y los académicos la disertacion
tematica y la orientacion practica del presente contenido.

El Autor

Vil
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UNIDAD

La estadistica y la
estadistica descriptiva

l OBJETIVOS

o Entender la importancia de la estadistica como la herramienta que facilita el analisis y la
interpretacion de la informacién cuantitativa relacionada con los fenomenos de interés que
acontecen en la realidad.

Aplicar el proceso de analisis de la estadistica descriptiva.

Entender la diferencia entre datos agrupados y no agrupados.

Entender el concepto de medidas de tendencia central.

Entender el concepto de medidas de dispersion.

Entender el concepto de medidas de posicion.

Desarrollar los elementos graficos basicos de la estadistica descriptiva.

Desarrollar el proceso de analisis por momentos estadisticos.

I ¢ QUE SABES?

;Qué es la estadistica y para que sirve?

;Cual es la diferencia entre la estadistica descriptiva y la inferencial?

¢;Cual es la diferencia entre los datos agrupados y los no agrupados?
;Cuales son las principales medidas de tendencia central y qué significan?
;Qué son los intervalos de clase?

;Cuantos tipos de frecuencia existen?

;Cuales son las principales graficas del analisis de la estadistica descriptiva?
;Qué es una curva de distribucidén de frecuencias?

¢;Cuales son los principales cuantiles?

;Para qué sirven los momentos estadisticos?

ooooooa
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La estadistica y la estadistica descriptiva

1.1 Introduccion

La estadistica proporciona la metodologia para el tratamiento de la informacion cuantitativa relaciona-
da con hechos y sucesos de la realidad, fundamentada en la organizacion y computo de la misma, con
el propasito de generar conocimiento sobre los mismos.

1.2 Definicion de estadistica

For estadistica debe entenderse el proceso sistematico aplicade al analisis y la interpretacion de nume-
ricos con la intencion de comprender los hechos de la realidad pudiende apoyar la toma de decisiones
racionales.

La definicion anterior expone que la estadistica es un conjunto de actividades interrelacionadas,
las cuales se desarollan bajo principios bien definidos y en estricto orden, a efecto de coleccionar,
organizar, computar, presentar e interpretar los conjuntos de cifras numeéricas (datos) gue guardan re-
laciones significativas con un fenomeno en particular.

Asimismo, a los conjuntos de datos se les denomina coleccion de datos, mismos que se pueden
clasificar en:

* No agrupados, cuando los datos que las conforman a lo mas guardan un orden secuencial de
acuerdo con su valor.

* Agrupados, cuando los dates que las conforman han sido catalogados dentro de un grupo de
rangoes denominados intervalos de clase en atencion a que representan al grupo de rangos en
los que se puede subdividir |a coleccien, permitiendo clasificar los datos de acuerdo con su valor
dentro de los mismos.

1.3 Clasificaciéon de la estadistica

La estadistica, en atencion a su aplicacion y propositos, se clasifica en:

Descriptiva, |a cual tiene por objeto organizar y presentar conjuntos de datos numericos con la inten-
cion de facilitar el analisis y la caracterizacion de un fenomeno.

Inferencial, |a cual tiene como finalidad la validacion de los parametros de una poblacion mediante los
estadisticos de una o varias muestras.

1.4 La estadistica descriptiva

El analisis por estadistica descriptiva se fundamenta en el calculo de las llamadas medidas descriptivas,
las cuales recapitulan la informacion de una coleccion de datos permitiendo describir el compaorta-
miento de un fenomeno.

Las medidas descriptivas de uso comun se clasifican de la siguiente forma:

a) Medidas de centralizacion. Son el grupo de valores mas representativos de una coleccion orde-
nada de datos, los cuales tienden a ubicarse al centro de la misma. Entre las medidas mas repre-
sentativas se pueden citar;

* |3 media.
* | 3 mediana.
* | 3 moda.
* F| promedio ponderado.
& E| promedio geomeétrico.
b) Medidas de dispersion. Sefialan quée tan alejados estan los valores de una coleccion de datos

con respecto a un valor de centralizacion, que por lo general es la media. Entre las medidas mas
comunes se encuentran:
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* Fl rango.
* | 3 varianza.

La desviacion estandar.

El coeficiente de variacion.

c) Medidas de posicion o cuantiles. Son los valores que permiten dividir la coleccion ordenada
de datos en partes iguales con el misme nimero de datos en cada segmento. Los cuantiles mas
COmunNes son:

* Los percentiles, los cuales dividen la coleccion en 100 partes iguales, considerando que existen
99 percentiles (Py, Py, Py... Pggl.
* Los deciles, los cuales dividen la coleccion en 10 partes iguales, considerando que existen

9 dECiIES {DT, Dz, D3 Dq}
* Los cuartiles, los cuales dividen la coleccion en 4 partes iguales, considerando que existen
3 cuartiles (Q,, @, y Q).

Es de notar que el Py, 2l Dy y el O, representan el valor de la mediana.

d} Medidas de forma. Son los valores que permiten establecer como estan distribuidos los valores
de una coleccion de datos. Las medidas principales sen:
* Sesgo o asimetria.

* Apuntamiento.

1.5 Analisis de datos por estadistica descriptiva
para datos no agrupados

Este tipo de analisis se recomienda cuando el nimero de datos que estructuran una coleccion de datos
permite su manejo y computo de manera agil.

Para que las cifras ofrezcan un significado es conveniente ordenarlas, sugiriendo en este caso de
menor a mayor, de acuerdo con sus valores.

Problema resuelto \

Procede a ordenar de menor a mayor la siguiente coleccion de datos.

18 50 M &2 3 K 12

Ordenando de menor a mayor:
5 1. 18 35 52 52 72

Ordenar los datos permite contar con una mejor perspectiva de los mismos, pudiendo establecer las
diferencias entre |os diferentes valones.

B Medidas de tendencia central para datos no agrupados
Debe recordarse que de manera basica son tres las medidas de tendencia central: media, mediana y
moda.

a) Determinacion del valor de la media

De manera concreta, la media o promedio representa el valor mas representativo de una coleccion
de datos tendiendo a ubicarse al centro de la misma, cuyo valor permite establecer un equilibrio

m Alerta

Las medidas descriptivas
son de centralizacion y de
forma.

|I| Alerta

Los datos no agrupados no
se encuentran clasificados
par categarias o intervalos.




1 La estadistica y la estadistica descriptiva

en cuanto a las diferencias existentes con el resto de los valores.
Matematicamente, |la media queda definida como

o
E:L

n
donde

Xi = Representa el valori(i=1, 2, 3,... n.
n = Numero total de datos de la coleccion.

Problema resuelto \

Considerando la coleccién

5 11. 38 35 &2 52 72

Determina el valor de la media.

? El valor de la media del ejemplo en cuestién es:
Alerta X 5+11+18435452452472 .

7

La media es el valor mas
representativa de una Notese que la media dentro de la coleccion ordenada se ubica exactamente en el centro:
coleccitn de datos.

5 8 25 5% 52 A2

.

X

b) Determinacion del valor de la mediana

La siguiente medida de tendencia central es la mediana (My), la cual representa el valor central de
la coleccion.

La determinacion de la mediana debe cumplir con las siguientes reglas:

I. Si el nimero de datos de la coleccion es impar, el valor de |a mediana es el valor central de la
misma dividiendo en dos segmentos iguales a la coleccion.

Il. Si el numero de datos de la coleccion es par, el valor de |a mediana es el promedio aritmeétice
de los valores centrales.
Alerta

La mediana es el valor

central de una coleccidn Problema resuelto \
de datos.

Considerando la coleccion
5 11 18 35 52 52 72

Determina el valor de la mediana.

En el caso de la coleccion en andlisis, esta cuenta con un ndmero impar de datos, por lo que el
valor de la mediana es el que cumple con la regla |, antes mencionada, coincidiendo con la posicion
y el valor de la media.
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Solucion {continuacion) 5 11 18 35 52 52 72

¢} Determinacion del valor de la moda
En €l caso de la moda (M), es el valor o valores que tienen la mayor frecuencia, o sea, son los que
mas se repiten.

Con referencia a lo anterior, debe considerarse que en una coleccion de datos puede haber mas
de una moda, por lo que una coleccion puede ser:

* Modal, cuando cuenta con un valor con mayor frecuencia.
* Bimeodal, cuando cuenta con dos valores con la misma frecuencia.

* Multimodal, cuando cuenta con mas de dos valores con la misma frecuencia.

Problema resuelto \\

Considerande la siguiente coleccion

5 1 18 35 52 52 12

Determina el valor de la mada. P
Alerta

Solucio

Puede observarse gue |a coleccion es modal ya que el valor que més se repite es el 52, considerando valares gue "'_35 5@ repiten
que cuenta con una frecuencia con valor 2. en una coleccion de datos;
una coleccidn puede tener

3 11 18 35|52 52|72 mas de una moda.

M,

B Medidas de dispersion para datos no agrupados

La determinacion de |os valores de |las medidas de dispersion es relativamente simple ya que el valor
de referencia es |a media de la coleccion, por lo que se deben establecer las diferencias o desviaciones
existentes entre los distintos valores de la coleccion con respecto a ella.

Si esto se realiza, se encuentra que el valor promedio es cero, ya que la media equilibra las des-

viaciones tanto por arriba como por debajo de la misma, tal como se muestra en el siguiente problema
resuelto.

Problema resuelto \\

Considerando la siguiente coleccion
5 11 18 35 52 52 12

Comprueba que la suma de las diferencias con respecto a la media s cero.




Las medidas de dispersion
permiten establecer al
grada de alejamiento entre
un valor especifico en
relacidn con el resto de los
demds datos

La estadistica y la estadistica descriptiva

5 §—3=—3
n M—3k=—-1
18 B-3%=-1
3 B-15=0
52 82-3kB=1
52 52—-3=1
72 n—=3Hn=3
¥= 0

Por tanto, no se puede establecer la diferencia o desviacion promedio de los valores de la coleccion
con respecto a la media, pero para evitar esto se procede a elevar las diferencias al cuadrado a efecto
de evitar |los nimeros negativos y obtener un promedio de las desviaciones; a este parametro se le de-
nomina varianza (5%), pero ha de observarse que la varianza expone el promedio de las desviaciones al
cuadrado por lo que un valor mas significativo lo propone la desviacion estandar, la cual es la raiz cua-
drada del valor de |a varianza. Para ejemplificar lo anterior obsérvese el siguiente problema resuelto.

Problema resuelto \

Considerando |la coleccion
5 11 18 35 52 52 72

Determina el valor de la varianza y de |z desviacion estandar.

5 (5— 357 =900
il 11— 35 ="5%
18 (18— 355 =289
35 (35— 359 =0
Ly} (52— 35— 28
5 {52 — 35— 289
n (72 — 357 = 1369
I= 3712

" % —XF
ghs Ln—: 530.29

Sin embargo, la varianza expone un promedio de cuadrados, per lo que se procede a caleular la raiz
cuadrada para obtener un valor mas significativo, al cual se le denomina desviacién estandar.

5= /57 = 23.03
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B Medidas de posicion para datos no agrupados

En el caso de las colecciones de datos no agrupados, por o regular se procede a determinar los valo-
res de las principales medidas de posicion como lo son los cuartiles. Para determinar estos valores se
utiliza la siguiente formula:

F5, = (h+q) I%}

Donde

PS, = Posicion del percentil P.
n = Numero de elementos de |a coleccion.

La formula anterior arroja la posicion del percentil de interés, por lo que se debera determinar el valor
del mismo mediante diferencias y proporciones, como se explicard mas adelante. Para ejemplificar lo
anterior se formula el siguiente problema.

Problema resuelto \

Considerando la coleccion en analisis, determina los valores del primer y tercer cuartiles, asi coma del
B0avo percentil.

I = | o | # | 3= | = | &% | 7% |
5 1 18 35 5 5 n
1 1 3 4 5 & 7

En la primera linea de la serie anterior se muestra de manera ordenada |3 coleccion y en |a segunda
linea |a posicién de cada valor dentro del arreglo ordenado.

Para determinar el primer cuartil se procede como sigue:

p—25

n=7

por tanto, FS..= (7 1[£ =2
== U+ 350

Donde se interpreta gue el valor del primer cuartil corresponde al del dato ubicade en |a posicién 2 de
la coleccion ordenada, que en este caso es O3 = PS,; = 11,

Para determinar el tercer cuartil se procede de igual forma si P = 75,

: 75
P-S'?s = I?!I- 1}{@] =4

Donde se interpreta que el valor del tercer cuartil corresponde al del dato ubicado en la posicion & de
la coleccion ordenada, que en este casc es Oy = PS5, = 52

En el caso del 80avo percentil P = 80:

PSga= (741 [%} =64

El valor de P = 80 se encuentra en la posicién 6.4, la cual no se encuentra de manera explicita, por lo
que se procede a determinar la distancia entre los valores de |as posiciones é y 7,

Dif=72-52=20

|I| Alerta

Las medidas de posicin
establecen los valores que
permiten dividir la coleccidn
en segmentos iguales.




La estadistica y la estadistica descriptiva

Solucion (continuacion)
Entonces se puede senalar que el valor en cuestion se encuentra a 40% de |a distancia a partir del valor
de la posicion &:
X=Difxd0% =20x04=8
Por tanto,
Py = 52 + X= 60

Para completar los referentes sobre las colecciones no agrupadas considerese el caso de una coleccion
de datos con numero de elementeos par tal como se expone en el siguiente problema resuelto.

Problema resuelto ™\

Considerando la siguiente coleccion de datos, procede a determinar los valores y la ubicacion de las
medidas de tendencia central, asi como de las medidas de dispersian.

23 40 54 69 &2 &9

Se procede a calcular las medidas de tendencia central, comenzando por la media (X):

7 = Zik _23+40+54+69+69 469 _

n &

54

En este caso en particular el valor de la mediana (M) se determina a través del promedio de los datos
centrales, mismos que permiten dividir la coleccién en dos segmentos iguales.

23 40 54 69 69 &9

54 +69
2

Mﬂ.z =§1.5

Se observa que el valor de la moda (M.} es 69 debido a que el valor de su frecuencia es de 3.
M, = 69
Adicionalmente, se calcula 2l valor de |as medidas de dispersion, comenzando con el rango.
R = Valor maximo — Valor minimo = 69 — 23 = 44

Donde el valer de la varianza (59) es:

=305.33

52 — EF—! (Xf = Ef
n

En consecuencia el valor de la desviacion estandar es:

5=+J5% =17.47

1.6 Analisis de estadistica descriptiva para datos agrupados

Cuando el numero de datos de una coleccion es grande puede generar dificultades para su manegjo y
computo, por lo que se aconseja organizarlos a traves de intervalos de clase. Los intervalos de clase,
COmo se menciono antes, son un conjunto de clases en las que se puede dividir &l rango de una co-
leccion de datos.
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B La tabla de frecuencias

La tabla anterior se denomina tabla de frecuencias y en ella se observa que la primera columna esla de
los intervalos nominales, los cuales son los rangos que permiten clasificar los datos de la coleccion
de manera a priori, donde cada intervalo de clase cuenta con un limite inferior (L) y un limite superior
{LS); |2 segunda columna es |a de las frecuencias, cuyos valores representan el nimero de datos de |a
coleccion que se ubican dentro de los limites de cada intervalo; si se realiza la suma de las frecuencias
en los intervalos se obtiene el nimero total de datos de la coleccion.

B Calculo de las frecuencias acumulada y relativa

No cabe duda que el analisis descriptive de datos agrupados es interesante, ya que ofrece la opor
tunidad de detallar cada uno de los parametros estadisticos. Para iniciar se pueden calcular algunas
variaciones sobre la frecuencia, como son:

* Frecuencia acumulada (fa), |a cual consiste en acumular la frecuencia de los intervalos, de manera
que se aprecie la cantidad de datos que se van acumulando conforme se recorren los intervalos
de la coleccion.

= Frecuencia relativa (f7), |a cual indica |la proporcion porcentual sobre el total del nimero de datos
con los que cuenta cada intervalo.

* Frecuencia acumulada relativa (far}, que representa la propeorcion porcentual de datos gue se va
acumulando conforme se recorren los intervalos.

Para ejemplificar lo anterior revisa con detalle el siguiente problema resuelto.

Problema resuelto \

Teniendo en cuenta los datos que se muestran en la siguiente tabla de frecuencias, procede a caleular la
frecuencia acumulada (13), la frecuendia relativa (fr) y la frecuencia acumulada relativa (far) de cada intervalo.

Alerta

Los datos agrupados

se distinguen por estar
catalogadas en categorias o
intervalos.




1 La estadistica y la estadistica descriptiva

A partir de la columna de frecuencias se determinan los valores de las frecuencias solicitadas en cada
intervalo.

3.

5 = g 3 3 5 = 0w 10.00%
sy

0 . u 7 10 o~ B 133
L

15 i W oM o = s 80.00%
4 :

n - u 4 i 5 = 91.33%

15 = bt P % = 667% 100.00%

B La amplitud de clase

Por otro lado, existen algunos parametros importantes por determinar dentro de las tablas de frecuen-
cias, como lo es |a amplitud de clase (c), |a cual indica qué tan ancho o amplio es un intervale, o sea,
cuantos valores componen el intervale, donde |a amplitud de clase se determina por la diferencia entre
el limite inferior de un intervalo "A" con respecto al limite inferior de un intervalo "B" o en su caso
entre los limites superiores.

La amplitud de clase indica
el niimero de elementos

entre 1os limitas de los
intervalns. e=lg—Uy e c=L1%— LS,

Problema resuelto ™_

Teniendo en cuenta los datos que se muestran en la siguiente tabla de frecuencias, procede a calcular
la amplitud de clase.

i

[ ® T | e || TR 133%
1

15 o 1 W B Fribt 30.00%

n - H £ || || P 3%
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Problema resuelto (continuacion)

e
x = = | 2 || = | e

100.00%

En el caso particular del ejfemplo la amplitud de clase es 5, para comprobario considérense {os valores
de los limites inferiores del segundo y tercer intervalos, por lo que,

c=15-10=5
Para verificar tdmense en cuenta los valores de los limites superiores del cuarto y quinto intervalos:

c=29-24=5%

B Las marcas de clase

Otro parametro primordial dentro de las tablas de frecuencias son las denominadas marcas de clase
(MC), las cuales son los valores que representan los puntos medios de cada intervalo, donde su valor
se determina calculando el promedio de los limites superior e inferior de cada intervalo:

LI+LS

MC=

Para ejemplificar lo anterior se muestra el siguiente problema.

Problema resuelto \\

Teniendo en cuenta los datos que se muestran en |a siguiente tabla de frecuencias, procede a calcular
las marcas de clase de cada intervalo.

Tabla 1.7
| = —10.00%
5 = 9 3 3 w 10.00%
= Bk P
1 2 1 7 0 0 BEN
= — 4667%
15 = i H b m B80.00%
L = 1339%
.1 - bl 4 bl o 53.33%
£ — 6%
5 = pL 1 30 o 100.00%




Alerta

Las marcas de clase son
gl punto media de cada
imtervalo.

La estadistica y la estadistica descriptiva

En el caso particular del ejemplo, los valores de las marcas de clase quedan expuestos en la columna
identificada eomo MC.

10 - 4 7 12 23.33% 3333%
15 = n 4 17 46.67% 30.00%
Fill - 4 4 2 13.33% $33%
15 = 9 1 I 6.67% 100.00%

v oo o e

B Los intervalos de clase reales

Debe notarse que entre los limites supericres e inferiores de los intervalos nominales no se muestra
una continuidad, o sea que "existen espacios entre ellos”, lo que indica que los datos con valores que
estén dentro de estos segmentos no estarian catalogados; para evitar lo anterior se requiere calcular
los llamados limites reales, los cuales permiten tener una continuidad en el recorrido de los intervalos,
evitando asi la indefinicion.

Los limites reales se calculan promediando el limite nominal superior de un intervalo "A” con el
limite nominal inferior de un intervalo "B”, donde los valores del limite inferior real del primer interva-
lo de clase, asi como el limite superior del dltimo intervalo de clase, se pueden determinar restando
y sumando la amplitud de claze a los limites reales de los intervalos de clase inmediatos posterior y
anterior a los mismaos.

Para aclarar lo anterior se expone el siguiente problema resuelto.

Problema resuelto \

Teniendo en cuenta los datos que se muestran en la siguiente tabla de frecuencias, procede a
calcular los valores de los limites reales de cada intervalo.

5 - i 3 7 10.00% 10.00%
w = 4 7 12 B33% 3133%
15 = L) 4 7 A6.6T% B0.00%
0 = M 4 i) 1333% 131%
15 - P} 2 i £A6T% 100:00%
oo - o - [
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En el caso particular del gjemplo, los valores de los limites de clase reales se muestran en la co-
lumna comrespondiente.

===

3

5 = 9 45 = 95 3 3 n L 10.00%
L= 3

W - w95 - us 7 | e nam
L :

5 - 19 us - 18 1 T £000%
2 o

n - M w5 - s s - S 9333

- o Logem
5 - m M5 - @ 2 | 5 100.00%

1.7 Graficas descriptivas: histograma,
poligono de frecuencias y ojiva

La estadistica descriptiva se distingue por sus elementos graficos, siendo los principales:

a) Histograma o diagrama de barras, €l cual permite representar la magnitud de la frecuencia de
cada uno de los intervalos mediante rectangulos, barras o prismas cuyo largo es el valor de |3
frecuencia, mientras el ancho es la amplitud de clase delimitado por los limites reales de cada
intervalo.

b) Poligono de frecuencias, es la linea discontinua que une a las marcas de clase cada intervalo y
que permite visualizar la forma en que se han distribuide los datos en correspondencia al recorri-
do de los intervalos de clase; el poligono de frecuencias da origen a la curva de distribucion de
frecuencias.

c) Ojiva, es una linea discontinua que representa los valores de la frecuencia acumulada relativa (far)
en razon del recomdo de los intervalos reales de clase de 0% a 100%, expone como se acumulan
de manera proporcional los datos de una coleccion, donde los cambios de pendiente representan
los cambios en las proporciones acumuladas. Alerta

Las graficas descriptivas
permiten concentrar
informacidn para

Para construir un histograma se utiliza un plano X-Y, en cuyas abscisas se representan los limites reales ifﬂtr%lr%rez[aﬂa con mas
dciiload.

B Histograma

de clase mientras que en las ordenadas se representan las frecuencias. Para desammollarlo basta con
marcar los limites reales de cada intervalo levantando sobre los mismos un rectangulo con una aliura
que represente el valor de la frecuencia en dicho intervalo.

Para ejemplificar lo anterior considerese el siguiente problema resuelto,




1 La estadistica y la estadistica descriptiva

Problema resuelto \

Teniendo en cuenta los datos de la siguiente tabla de frecuencias, procede a construir el histograma
correspondiente.

10 = w95 — s 7 10 e 133

50— 19 WS - W 14 1 o S0.00%

n = #0185 —  Ms 4 % = 93.33%
2 _ e

% = » M5 - W5 p 0 ¥ 100.00%

SSANNNY
Alerta En el caso particular del ejemplo se ubican los valores de los limites reales en el eje de las x, procedien-

: do a levantar las barras de acuerdo con su cerrespendiente frecuencia.
La construccion del

histograma se fundamenta
en los limites reales de

7 20
tlasey las frecuencias.

15

10
I N S IS O I e 1 |E||||1||$]|.r1:||||:|l|l
I L B | LB I B LS L L B T B e I | L e SR i Rl T Sl R B a5
5 10 15 20 25 30 35

Figura 1.1

B Poligono de frecuencias

El trazo del poligono de frecuencias se fundamenta en el histograma, ya que basta con ubicar las mar-
cas de clase de cada intervalo, representado por el centro de cada barra, ubicando este en |a parte
superior de cada una, para que posteriormente se unan con una linea discontinua.

A continuacion se expone el siguiente problema resuelto para mostrar lo anterior.

14
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Problema resuelto \

Considerando el poligono de frecuencias que se muestra, procede a ubicar las marcas de clase dentro
de cada barra de manera que permita el trazo del poligono de frecuencias.

rl?_'i
]
15
]
§
sl ba b b Lo L Lo R B de Loty Bl bo bolla Lo ldlalo Boly JIlhI.lJlILlllLllllll
| LA B A B BB E B3 B R G L SR Bl Rl b D L B R B A R RN RN LA B EREE A R LE AR R R )
] 10 15 0 5 i 35
Figura 1.2

Para ubicar geométricamente las marcas de clase en cada barra se trazan las diagonales en cada rec-
tangulo de manera gue se ubiguen los eentros de cada una.

f

25
0
15
10
5
ale balel slode e lal gl
| LR BB Pl Rl |
30 35
Figura 1.3

15




1 La estadistica y la estadistica descriptiva

m Alerta

El poligono de frecuencias
permite establacer el perfi
de la curva de

distribucidn de frecuencias.

Solucion (continuacion)

Uniendo las marcas declase:

F

25
2
15
1
5

PO 1 T s |‘I?‘ul'3'¥| PR o1 I I T A A |

L Bl Bl B LI B B | Ll S Mo P B (S R o B R

l 0 5 30 35

Figura 1.4

5in embargo, notese que parece gue |3 linea se encuentra suspendida sobre el histograma, ademas de
que la mitad del primer y dltimo intervalos no se encuentran cubiertas por el poligeno, porlo gue se de-
ben ubicar unas marcas de clase ficticias en los extremos a efecto de "aterrizar” al poligono procedien-
do a restar y sumar la amplitud de clase a la primera y Gltima marcas de clase correspondientemente.

N +e=45=32
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B La curva de distribucién de frecuencias

La importancia del poligono de frecuencias es que expone de manera grafica como se distribuyen los
datos de |a coleccion a través de los intervalos de confianza; en realidad, si el trazo del poligono de
frecuencias se suaviza da lugar a la llamada curva de distribucion de frecuencias. De hecho se cuenta
con modelos bien definidos que exponen las diferentes formas en que se distribuyen los datos y que
determinan la ubicacion de los valores de las medidas de tendencia central, tal como se expone a
traves de los siguientes casos.

|. Curva de distribucion simétrica. En este tipo de distribucion el intervalo central cuenta con |a
mayor frecuencia (mayor cantidad de datos), existiendo las mismas frecuencias tanto por arriba
como por debajo de este intervalo, ademas de que la media, la mediana y la moda se concentran
al centro de este intervalo compartiendo el mismo valor.

B

sl 1

X=Md=Mo

Figura 1.6

Il. Curva de distribucion asimétrica a la derecha o con sesgo positivo. En este tipo de distribucion
la mayoria de los datos se concentran en los primeros intervalos, donde se ubican los valores bajos
de la coleccion, mientras que el area de asimetria se ubica en los intervalos donde se concentran
los valores altos de la coleccion (hacia la derecha). En este esquema el orden de las medidas de
tendencia central es el siguiente: moda, mediana y media.

/ ) /fé“mmﬁ
linse
Tl

Figura 1.7




La estadistica y la estadistica descriptiva

lll. Curva de distribucion asimétrica a la izquierda o sesgo negativo. En este tipo de distribucion
la mayoria de los datos se concentran en los dltimos intervalos donde se ubican los valores altos
de la coleccion, mientras que el area de asimetria se ubica en los intervalos donde se concentran
los valores bajos de la coleccion (a la izquierda). En este esquema el orden de las medidas de
tendencia central es el siguiente: media, mediana y moda.

f
i )
Areade
et 1k
aifll
Figura 1.8 YM MD

Ademas, el poligono de frecuencias tambien permite establecer a priori qué tan dispersos se en-
cuentran los datos con respecto a la media, ya que con base en esto |a curva de distribucion tomara
ciertas configuraciones, las cuales se denominan de apuntamiento y se exponen a continuacion:

Tipo de apuntamiento Interpretadin
Leptocirtica Los valiores de Ios datos estan cercanos a1a media, habiiendo desviaciones minimas
¥, BN CONSECUenda, se presenia una haja dispersion, hacendo qoe |3 una de
distribicion 5&3 esbelta y erguida.
Mesarirtica Los valores de los datos se disponen de maners moderada alredador de la media;
estan disparsos de manera moderada.

Los valores de Jos datos se encuentran bastante alejados de la media, por o que
Platocirtica se presentan grandes desviacionas, por fo que fa curva de distibucion es amplia
y de baja alna.
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B La ojiva

Es la grafica gue permite establecer los valores acumulados de frecuencia de manera porcentual, o
sea, se fundamenta en la far. La ojiva se compone de segmentos de recta correspondientes a cada
intervalo de clase, donde la pendiente de estos segmentos indica el aumento o |a disminucion de la
frecuencia acumulada relativa.

Considerando los valores de los limites reales asi como de la far, |a ojiva se construye marcando
los valores de la far sobre los limites superiores de cada intervalo, tal como se muestra a continuacion.

Problema resuelto \

Considerando la siguiente tabla de frecuencias, procede a construir la ojiva correspondiente.

7

10 - " 95 = 5 7 10 Fri 2333% e
Y _ e

15 = 1 W5 — 195 14 e 5 s b
= 3.33%

bl - M 195 - M5 4 B crin 1333 i
L

5 — » M5 = 205 b2 30 W 100.00%

FE—=nn — 1 100.00%

Como se menciono anteriormen-
te, se-marcan los limites da clase
de los intervalos de clase reales,
procediendo a ubicar las far
correspondientes tal como se
muestra.

Notese que el cambio en la pen-
diente del segmento del tercer
intervalo se debe al marcado
cambio en el valor de la far, ya
que pasa de 33.33% a 80%.

Figura 1.9

Alerta

La ofiva permite establecer
Iz farde valores de interés
dentm del rango de la
coleccitn.




1

El calculo de las medidas
e tendencia central se
fundamenta en fos limites
de clase real, Ia frecuencia,
la frecuencia acumulada

y la amplitud de clase.

ﬁ Alerta

La media de datos
agrupados se fundamenta
en el promedio de las
marcas de clase.

La estadistica y la estadistica descriptiva

1.8 Medidas de tendencia central para datos agrupados

El calcule de los valores de las medidas de tendencia para datos agrupados puede causar algo de
dificultad en el entendido de que estos se encuentran implicitos dentro de los limites de los inter-
valos que los contienen, ya que tan solo se cuenta con el numero de datos que se han catalogado
en cada intervalo, o sea las frecuencias; sin embargo, con base en las mismas es posible determinar
sus valores.

De hecho, los proceses de calculo consisten en determinar la proporcion de la amplitud de clase
que separa €l valor de la medida de centralizacion con respecto al limite inferior real del intervalo
donde se encuentra; la distancia se determina mediante el calculo de una razon compuesta por las
frecuencias reales y acumuladas del intervalo.

B Calculo de la media para datos agrupados

Fara determinar el valor de la media se aplicara el principio: "el promedio de los promedios es el pro-
medio”, de manera que al determinar el promedio de las veces en que las marcas de clase se repiten
dentro de los intervalos se obtendra la media:

L F MC,

E:H"'l i i
n

donde:
f = Valor de la frecuencia en el intervaloi(i=1, 2, 3... n).
MC, = Valar de la marca de clase del intervalo i.

N = Numero de datos de la coleccion.

Problema 'resuefto.'\

Considerando la siguiente tabla de frecuencias, procede a determinar el valor de la media.

W - W9 - S 7 10 R BB%
W g

L R (I (1 " 3 80.00%
A 1

- W WS - M5 4 g | EE 9333%
2 eamh

5 — 1 5 - B5 b} 30 o 100.00%

I - o e

Por tanto, de acuerde con el ejemplo en desamollo, el valor de la media es:
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B Calculo de la mediana para datos agrupados

El calculo de la mediana se fundamenta en gl limite inferior real y las frecuencias donde se sitda el valor
de la frecuencia acumulada relativa del 50%, debido a que el valor de la mediana de una coleccion de
datos se ubica al centro de la misma.

ﬂ—faaﬁmd
My=LRy +2—— -c
i(M

L3
donde
LIRyy; = Limite inferior real de la clase mediana.
fams — Frecuencia acumulada de la clase anterior a la clase mediana.
fyus — Frecuencia de la clase mediana.
¢ = Amplitud de clase de |a clase mediana.

n = Ndmero total de datos de la coleccion.

Por tanto, para ejemplificar se presenta el siguiente problema.

Problema resuelto \

Considerando la siguiente tabla de frecuencias, procede a determinar el valor de la mediana.

3

5 = g 45— 95 3 3 P 1000%
[~

W - W 95— us 7 || 133%
M~ qeome

5 - W us - w5 1 7 S~ 80.00%

» - W W5 -  us 4 B | g Pk 933%
2

X - ™ ms - B 2 ' o 10000%

Sf=n =3 100.00%

Considerando los datos de |a tabla de frecuencias nos damos cuenta de que, con base en |os valores de P
la far, 50% de la coleccion se encuentra ubicado en el tercer intervalo, por lo gque aplicando la férmula Alerta

para el calculo de la mediana: La mediana es el valor gue

i 30 representa una farigual
5w, =0 2 50%.
M, =Ry ==_— —+c=145+ (5)=16.28
- fis 14

&

B Calculo de la moda para datos agrupados

En relacion con la moda (M,), se fundamenta en ubicar &l intervalo o intervalos que tengan la frecuen-
cia mayor entre todas |as frecuencias, en consideracion a que en esa o esas clases es donde se puede
repetir uno o varios valores. El calculo de la moda se logra a traves de la siguiente formula:

21




m Alerta

La moda se ubica en el
intervalo o intervalos con la
frecuencia mayor.

La estadistica y la estadistica descriptiva

(i, — ) Al
. vie= LRy, +————+c
T - il W

M, = LRy, +

donde

LIRy,, = Limite inferior real de la clase modal.
fus = Frecuencia de la clase modal.
f; = Frecuencia anterior a la clase modal.
£, = Frecuencia posterior a la clase madal.

c = Amplitud de clase de |a clase modal.

Problema resuelto \

Considerando |a sigufente tabla de frecuencias, procede a determinar el valor de la moda.

5 = 9 45— 95 3 3 e 10.00%

- : L3

W - W 95— us 7 oy nn%
W

5 - 19 W5 - W5 1 u o 80.00%
4 —

» - M ®S - M5 4 8 sl 93.33%
L = e

bl = n 245 = 15 2 0 m 100.00%

I S - oo B e S

En atencién a la tabla de frecuencias del ejemplo en desamollo se determina que la coleccién de dates
es modal, considerando que la frecuencia con mayor valor se ubica en el tercer intervale, porlo que,
sustituyendao valores en la farmula, se tiene gue:

_ (figo = 1) e g 0A=T) (B =
M, = LIRy, + T AT 14,5 T (5)=16.56

1.9 Determinacion de la ubicacion y el valor de la moda de manera
grafica mediante el histograma y el poligono de frecuencias

Mediante el histograma y el poligono de frecuencias se puede determinar la ubicacion y el valor
aproximado de la moda. En este caso particular se debe ubicar &l intervalo de la clase mediana de
manera que se trace una diagonal que una los vertices superiores derechos de las barras dsl intervalo
inmediato anterior con el de la clase modal, procediendo de igual manera con los vertices supeniores
izquierdos del intervalo inmediato posteriory el de la clase modal, de manera que |a linea perpendicu-
lar a la interseccion de las diagonales permitira ubicar el valor, tal como se muestra a continuacion en
el siguiente problema resuelio.
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Problema resuelto \

Considerando el histograma y poligono de frecuencias que se muestran, procede a determinar el valor
de |la moda de manera grafica.

i <

r.L.d"./rl.r.l.l.l Eale doda db ol o baiNBeiial |I‘|I|J.I|IT‘?‘I‘-_1LI|I|I
B L L L L L L L L LA L N e
5 10 15 N 5 3 15
Figura 1.10
Desarrollando el método descrito se determina el valor de |la moda dentro del intervalo con la mayor Alerta
frecuencia. ;
El método grafico permite
verificar el resultado del
calculo de fa moda
FB
0
15

=
___...__._._.____.__._...._.:1..."

'\‘5
/ \\R
| L.r"r:‘lliuljfnl { PR S PO O P 8 S N (SO P ITu“h._lulnlnl
R R e R L s L e R R R AN LR AN IRERREIRN RS LA R
5 10 15 0 5 30 35
Figura 1.11 M, = 1656




1 La estadistica y la estadistica descriptiva

1.10 Determinacion de la ubicacion y el valor de la mediana
de manera grafica mediante la ojiva

Para determinar el valor de la mediana por medio de |a ojiva es necesario trazar lo que algunos deno-
minan la ojiva descendente, donde los valores de |a far para la misma estan definidos por 1-far. El valor
de la mediana comresponde a |a abscisa de |a interseccion de las dos ojivas, tal como se demuestra en
el siguiente problema.

Problema resuelto \

Considerando |a informacion que se proporciona en |a siguiente tabla de frecuencias, procede a deter-
minar el valor de la mediana de manera grafica.

14
M5 — 195 " u e

o
ws - us 4 o s

2 _ gemh
us - B85 1 30 el

D v o B oo

Desarrollando el método descrito se determina el valor de la mediana.

3

45— 95 3 3 TR 10.00% 1-0.10 = 90.00%
? -_—

9% -  us 7 W | g 313%% 103333 = 66.67%
B

Ws - 195 " u it 50.00% 1= 08 = 10.00%
L

w5 - M5 s i | e 9233% 1-09332 = 6.47%

! L 66
us - B 2 g8, || oA 100.00% 1-1=000%
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Solucion (continuacion) F
Alerta
Trazando las ojivas de acuerdo con los l[imites de clase correspondientes:
Debe observarse la
construccion de las ojivas a
efacto de lograr Ia comecta
far 100 ubicacion del valor de fa
%) mediana.
L (]
&
b1}
0
1]
4
Eii}
-
10
Figura 1.12

1.11 Calculo de cuantiles para datos agrupados

EHl calculo de los cuantiles para colecciones de datos agrupados se fundamenta en la determinacion del
valor de los percentiles, porlo que para determinar el valor de un cuartil o decil en particular se debera
considerar su equivalencia en percentiles. El valor de cualquier percentil se puede calcular por medio
de la formula que da origen a la formula para la determinacion del valor de la mediana.

-

P

—n }— fa,up
P, =UR,+ 310 __J e
f
P
donde
LIRe = Limite inferior real de |a clase que contiene al percentil P.
fa,mp = Frecuencia acumulada de la clase anterior a la clase percentil.

fz = Frecuencia de la clase percentil.

n
Il

Amplitud de clase de la clase percentil, recordandeo que se trata de una constants.

n = Numero total de datos de la coleccion.

Para ejemplificar |a aplicacion de la formula anterior considérese el siguiente problema.




1

m Alerta

La formula de los cuantiles

para datos agrupados
ofrece el valor del percentil
e intergs.

La estadistica y la estadistica descriptiva

Problema resuelto \

Considerando |a siguiente tabla de frecuencias, procede a determinar los valores del tercer cuartil y
del segundo decil.

95 —~ 7 0 P
"

U5 - 15 i H 5 T
L

WS — M y B et
2 _ geme

us - 85 2 0 i

I - o e

Considerando los valores de la far se puede determinar gue el tercer cuartil (75%) se ubica en el tercer
intervalo, mientras gue el segundeo decil {20%) se ubica en el segundo intervalo, por lo que, sustituyen-

do en la farmula:

[i . n)—fam,, (E : 30}—10
O, =Po=liR,eM0 S o 5,0 ) 5 4894
£ 1
[i : n]_faw [E ]_3
Dy B LR, 2100 . : c=9.5+mm_?_{5}=11.64
P

1.12 Momentos estadisticos

Considerando que la configuracion de la curva de distribucion de frecuencias ofrece la disposicion de
los datos en razon del apuntamiento y simetrnia, mismo que depende de los valores de las frecuencias
y de la dispersion, es posible establecer |a caracterizacion de la curva sin necesidad de desarollar
los elementoes graficos; esta opcion la ofrecen los llamados momentos estadisticos con respecto a la
media.

Los momentos estadisticos se fundamentan en las diferencias entre las marcas de clase y la media,
considerando que las marcas de clase son los valores representativos de cada intervalo, como lo es
también la media pero de toda la coleccion. Estas diferencias bajo condiciones promedio permitiran
establecer las caracteristicas de |a curva tal como se expone a continuacion.

El calculo fundamental es la diferencia de las marcas de clase con respecto a la media:

Wi NG =
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De manera que los momentos estadisticos (ME) se definen e interpretan como sigue:

a)

b)

c)

d)

Momento estadistico de primer grado, el cual expone que las diferencias entre las marcas de
clase con respecto a la media deben ser cero o proximas a &l, ya que los valores de las desviacio-
nes por arriba y por debajo de la media deben ser iguales.

b .
ME1 e | fl Yl =i

n

donde

f, = Frecuencia del intervalo i{i =1, 2, 3,... n).
¥, = Diferencia de marca de clase del intervalo i con respecto a la media.
n = Namero total de datos de la coleccion.

Momento de segundo grado, que expone el promedio de las desviaciones al cuadrado de las
marcas de clase con respecto a la media, lo que significa que se esta calculando |3 varianza, por lo
que es posible determinar el valor de la desviacion estandar (S).

ME, ==i=t § 'Yéa — Bt

donde

f, = Frecuencia del intervalo i{i= 1, 2, 3,... n).
¥, = Diferencia de marca de clase del intervalo | con respecto a la media elevada al cuadrado.

n = Numero total de datos de |a coleccion.

Momento estadistico de tercer grado, en el que |las desviaciones de las marcas de clase con
respecto a la media se elevan al cubo promediandolas con respecto al nimero de elementos de |a
coleccion, lo que permite establecer el tipo de sesgo que guarda la curva de distribucion a traves
del coeficiente de asimetria (K3).

donde

f, = Frecuencia del intervalo i(i= 1, 2, 3,... n).
Y¥,= Diferencia de marca de clase del intervalo i con respecto a la media elevada al cubao.

n = Numero total de datos de la coleccion.
Con base en el momento de tercer grado se calcula el coeficiente de asimetria:

ME,
="

donde

5i k3 > 0, la curva de distribucion tiene una asimetria derecha o sesgo positivo.
Sik; <0, la curva de distribucion tiene una asimetria izquierda o sesgo negativo.

Siky = 0, la curva de distribucion es simétrica.

Momento de cuarte grade, en el que las desviaciones de las marcas de clase con respecto a la
media se elevan a la cuarta potencia, promediandose con respecto al nimero de elementos de
la coleccion, lo que permite establecer el tipo de apuntamiento de la curva de distribucion
de frecuencias a través del cosficiente de apuntamiento de curtosis.

Alerta

El momenta de primer grado
permite coroborar que el
promeio de las diterencias
£on respecto a la media

£5 Car.

El momento de segundo
grado permite determinar
el valor de la desviacidn
estandar con base en la
suma de los cuadrados de
Ias variaciones entre las
marcas de clasey la media.

Alerta

El momenta de tercer grado
determina el sesgo de 1
curva de Ia distribucion de
frecuencias.

Alerta

El momento de cuarto grado
determina el apuntamiento
de la curva de la
distribucidn de frecuencias.
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1 La estadistica y la estadistica descriptiva

donde

f = Frecuencia del intervale i {i= 1, 2, 3,... n).

Y,= Diferencia de marca de clase del intervalo i con respecto a la media elevada a |a cuarta
potencia.

n = Numero total de datos de la coleccion.

Con base en el momento de cuarto grado se calcula el coeficiente de apuntamiento o de curtosis:
_ ME,

Ky <

De manera que
Sik; — 3 >0, la cuva es leptocirtica.
Siky — 3 =0, la curva es mesocirtica.

Siky — 3 <0, la curva es platocartica.

Problema resuelto \

Considerando |a siguiente tabla de frecuencias, procede a determinar la caracterizacion de la curva de
distribucién de frecuencias por medio del calculo de momentos estadisticos.

e I S S N T I
a5 3 25108

5 9 45 =9 =350 —231006 2118200
10 4 95 145 i —41 =204 12153 —506.37 2109.85
15 i) 145 195 14 0.83 ET 971 810 6.J5
0 H 195 PLE 4 583 1333 13an 193.08 463158
5 n M5 n5 ) 10.83 paN T 14 154182 7547 26

3 =B = 30 ¥ = 0.00 754.17 527.78 55477.43

Donde las caracteristicas de la curva de distribucién de frecuencias a través de los momentos se expo-
nen a continuacion.

Lo
n,,g!ET:_EHI g

n 30
PR
ME=5= 0B = _onny
) n 30
5=\35.14 =5014
mn i3
20
ME=-— 0 =08 g0y
n 30
_ME_ TS

28 7 5% 50143
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Solucion (continuacion)

Sik; >0, la curva de distribucicn tiene una asimetria derecha o sesgo positivo.

3, f ¥ 55477.43
n 30
ME, 184925 ~292

5T 5014°

ME, = - 1849.25

kﬁn

Sik; — 3 = —0.08, |a curva es ligeramente platocdrtica.

1.13 Determinacion del niumero de intervalos de clase

La determinacion del ndmero de intervalos para realizar un estudio de estadistica descriptiva puede
generar puntos de vista encontrados y ser motivo de discusion. Sin embargo, es posible determinario
de manera simple si se observan el cumplimiento del proceso de calculo y el uso del buen criterio.

Debe tenerse presente que un numero muy amplio de intervalos propiciaria la obtencion de
demasiados valores que no ofrecerian una buena perspectiva de analisis; tampoco favorece al analisis
tener un nimero muy limitado de intervalos.

En esta obra se presentan dos metodos simples, mismos que se exponen a continuacion. El pri-
mero de ellos es el método empirico, el cual consiste en que una vez que se haya determinado el
valor del rango de una coleccion se buscara un par de numeros cuyo producto se aproxime al mismo,
considerando gue el primer numero represente el numere de intervalos y el segundo la amplitud de
clase; para ejemplificar este metodo considerese el siguiente problema resuelto.

Problema resuelto \\

Considerando |a coleccién de datos que se muestra, procede a determinar el nimero de intervalos por
el método empirico.

169 128 140 176 161 119 Ied 154
140 136 154 136 148 144 175 143
136 162 130 141 13 159 151 150
146 139 16l 146 136 148 144 152
145 142 156 145 128 150 135 161

En la coleccién de datos el valor maximo es 176 mientras que el valor minimo s 119, por lo gue,

R=176-119=57

Revisando las tablas de multiplicar: hba11
Kumero de intervalos Amplitud de dase
1 5&
1 1
1 L
3 2
4 14
14 4
T 8
& 7




1 La estadistica y la estadistica descriptiva

Solucion {continuacion)

Analizando las opciones se considera que las dos tltimas representan las mejores; por optar par alguna
se elige la primera de ellas, por lo que se calcula la amplitud de clase con-el propasite de sjustarla de
ser necesario.

Amplitud de clase = ¢ = -__Rengo = 37 = 8.1=9%

Ne. de intervalos 7

Se sube a la siguisnte unjdad debido a que 7 x 8 = 56 gue es menor gue 57; de manera gque
7 % 2 = 63 excede el rango de |a coleccion propuesta.

Por ello, los valores de los limites nominales de los intervalos de clase se determinan considerando
que &l limite inferior del primer intervalo debe empezar en 119, pero quedaria muy justo, por lo que
se puede sugerir restar una unidad, de modo que empezaria en 118 y partiendo de este ndmero se le
sumara la amplitud de clase para definir los valores de los limites inferiores de clase. Para determinar el
valor de los limites superiores de cada intervalo se aplica la siguiente formula:

LS=(+9-1
La razén de restar una unidad es gue el intervalo empieza en el valar del limite inferior, por lo que si
=19
Tabla 1.2
Limite inferior Limite superior

118 - 126.

1] - 15

136 z 144

145 = 15

154 = 162

163 = 1w

172 e 180

El segundo método de calculo para determinar el nimero de intervalos es aplicando la férmula de
Sturges:

Problema resuelto \

Considerando la coleccion de datos que se muestra, se procede a determinar el nimero de intervalos
por el métodeo de la férmula de Sturges.

Numere de intervalos = 1 + 3.3 - log(n)

169 128 140 176 161 19 16d 154
140 136 154 136 148 144 175 148
136 162 130 141 133 159 151 150
146 139 160 146 136 148 144 152
145 142 156 145 128 150 135 161

Considerando que =l nimero de elementos de |a coleccion del ejemplo anterior es 40.

Numero de intervalos =1 + 3.3 - logl40) =628 = 7

Como se aprecia, hay cierta similitud entre los resultados de los métodos expuestos.
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Solucion (continuacion)
Una vez que se han definido los intervalos se procede a catalogar los datos de la coleccién en los
Mmismos.

169 13 140 7% 161 19 164 158
140 13 154 1% 148 144 175 48
1% 18 120 "1 13 159 151 150
16 139 160 146 £ 128 144 152
145 i 15 W5 128 150 15 161
Tabla 1.3

T N I

118 - 1% I 2

1h] ] 15 1 4

3% - " TN 1

145 = 153 [T 1

14 : 162 (I 8

6 - m I 1

m . 180 I 1

s 40

Una vez completado este paso la fabla de frecuencias esta dispuesta para desarrollar un analisis por
estadistica descriptiva, tal como se ha propuesto a lo largo de esta unidad.

1.14 La media geomeétrica

Es un valor de tendencia central representativo de una coleccion de datos cuyos valores guardan es-
trecha relacion unos con otros y cbservan un orden secuencial bien definido, como lo son la tasa de
inflacion, la tasa de crecimiento, los factores de devaluacion y |a tasa de interes, por citar algunos entre
los mas importantes.

El valor de la media geométrica puede calcularse tanto para datos no agrupados como para datos
agrupados.

En el caso de datos no agrupados la media geomeétrica es la raiz n-esima del producto de los
valores del conjunto de datos.

_-\.— 1
Ko= E TR RS SR

Consideérese el siguiente ejemplo de aplicacion.

Problema resuelto \

A un jubilado le proponen invertir parte de su pension mensual en un producto de inversién a cua-
tro meses que le ofrece pagar 8% el primer mes, 12% el segundo mes, 11% el tercer mes y 8% el
cuarto mes. ;Cual serfa el valor de |a tasa promedio que recibiria?

Si se’'considera que el fundamento de las matematicas financieras en el manejo dé la tasa de interés a
futuro es: (1+i)7, donde i es |a tasa de interés y n el nimero de periodos de aplicacion de la tasa, que
en este caso es “1", por tanta:

X, =47108-1.72- 111, 1.08 = 1.0874

Por lo que restando 1 al resultado la tasa promedio es de 9.74%.

Los métodos para la
determinacidn de los
intervalos de clase pusden
coincidir, considerando fa
importancia del criterio del
analista en la decisidn.

m Alerta

La media geométrica ofrece
un criterio adicional para

el andlisis estadlstico,
dependizndo del criterio gue
se pretenda cubrir,

N




La estadistica y la estadistica descriptiva

En el caso de datos agrupados el calculo del valor de la media geometrica se determina mediante |a

siguiente formula:
En fln(MC,)

n

|n{?|-_.~} .

Considerese el siguiente ejemplo de aplicacion.

Problema resuelto \

Considerando |a siguiente tabla de frecuencias, procede a determinar el valor de |z media geométrica.

Se complementan los calculos necesarios para determinar el valor de la media geométrica.

14 2 3 10087 21974
51 5 17918 89590
&10 3 9 17472 £.5916

¥ 10 17748

Aplicando la formula de la media geométrica para datos agrupados:

Y. fenMCY 17 748
n

In(Xz) =" T 1.7748

Obteniendo el antilogaritmo:
antiln (1.7748) = 5.90




UNIDAD 1 Problemas para resolver

1.1 Ordena la siguiente coleccion de datos y caleula el valor
de las medidas de tendencia central.

98 22 b 37 78 34 B4 16 &7

1.2 Ordena la siguiente coleccion de datos y calcula las me-
didas de tendencia central.

142 161 150 145 130 184 176 154 149 178
112 90 162 77 198 181 116 100 165 199

1.3 Ordena la siguiente coleccion de datos y calcula las mie-
didas de tendengia central.

1234 1178 1340 1189 1567
1645 1934 1937 1756 T
1023 1404 1023 987 1032

1.4 Considerando la coleccion del problema 1.1, calcula las
medidas de dispersion: rango, varianza y desviacion estandar.

1.5 Considerando la coleccion de datos del problema 1.2,
calcula las medidas de dispersion: rango, varianza y desvia-
cion estandar.

1.6 Considerando la coleccion del problema 1.3, calcula las
medidas de dispersion: rango, varianza y desviacion estandar.

1.7 Censiderando la coleccion de datos del problema 1.1,
calcula el valor de @y, Q; v Q5.

1.8 Considerando la coleccion de datos del problema 1.2,
calcula el valor de los deciles: Dy, Dy, Dy y Ds.

1.9 Con base en la coleccion de datos del problema 1.3,
calcula 'y comprueba el valer de la mediana en razon de:
Md = Oz = DE‘

1.10 Con base en la coleccion de datos del problema 1.2,
calcula los siguientes cuantiles: Pig, Py v P

1.11 Con base en la coleccion de datos del problema 1.3,
caleula los siguientes cuantiles: (0, Oy, 4, Pas, Poy v Pes.

1.12 Considerando la coleccion de datos del problema 1.1,
determina el valor de Ia mediana de manera directa y verifica
su valor con la férmula de los cuaniiles para datos agnipados.

1.13 Una empresa de mantenimiento de equipo indus-
trial hace un recuento de los rodamientos que fueron
sustituidos en equipos de bombeo clasificandolos por
su diametre en milimetros. Considerando la informa-
cion de la siguiente tabla de frecuencias, calcula los in-
tervalos reales de clase y las marcas de clase, asi como
la amplitud de clase.

221-230
11240
241-250
251-260
2652710
271-280
281-290
291-300
01310

nmmmmu\wu\ﬁl
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1.14 Una fabrica de herrajes para construccion desamo-
lla un procese de estadistica descriptiva sobre la longi-
tud de su inventario de tensores para tuberia de %" de
diametro, tal como se expone en |a siguiente tabla.

6365 18
6668 42
0%-71 n
12-14 8

Calcula los intervalos reales y la amplitud de clase, adicional-
mente determina las marcas de clase.

1.15 Una empresa importadora de instrumentos de medi-
cion y control de procesos guimicos clasifica a sus proveedo-
res por el mento de |as operacienes de impertacion anuales,
tal como se muestra en la siguiente tabla de frecuencias.

Monto de 1as operadones (millones de pesas)
DesZass 6
Des5ass B
DesBasll 20
Destlasid 10
Desleasty 1

Calcula la amplitud de clase y |as marcas de clase.

1.16 Una empresa de elementos prefabricados de ma-
dera procedio a clasificar los excedentes de bastidores
de una pulgada de espesor por su longitud en centime-
tros. Donde el detalle del invernitario se expone a con-
tinuacion.

25 37 47 60 74
34 a8 52 63 b6
27 38 49 61 72
44 64 70 44 45
1 53 62 &7 42
415 59 11 72 40
50 58 51 56 52
45 49 52 53 57

Come analista de operaciones industriales le ha side encomen-
dado el desamollo de un analisis por estadistica descriptiva de
manera que clasifique el inventario en 5 intervalos, donde el
valor del limite inferior nominal del primer intervalo sea el valor
minimo de la coleccian y &l valor del limite superior nominal
del quinto intervalo sea el valor maximo de la coleccion; para
que una vez cubierta esta condicion se elaboren |a tabla de
frecuencias, los intervalos de dlase reales y las marcas de clase.

1.17 Al termine de un proyecto de construccion una
empresa de proyectos electromecanicos realiza el le-
vantamiento del inventario de los tramos de cable de
500 MEM considerando su large en pulgadas. Los res-
ponsables del departamento de Ingenieria de Procura
(compras) estructuran la muestra que se detalla a con-
tinuacion.
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37 38 38 &4 53 59 58 49
74 b6 72 45 42 6 52 57
&0 &3 &1 a4 67 72 56 53
25 34 27 46 41 45 50 45
&5 73 39 70 54 T3 71 61
A7 52 49 mn 62 T 51 52

Elabora la tabla de frecuencias y los intervalos de clase rea-
les, asi coma las marcas de clase.

1.18 Con base en los datos de la tabla de frecuencias resul-
tante del problema 1.13, determina las medidas de tenden-
cia central.

1.19 Con base en los resultados de la tabla de frecuencias del
problema anterior, construye el histograma y el poligone de
frecuencias, ubicando y comprobande el valor de |2 moda.

1.20 Con base en los resultados del problema 1.15, caleula
los valores de las medidas de tendencia central.

1.21 Con base en los resultados del problema 1.15, constru-
ye el histograma y el poligeno de frecuencia.

1.22 Con base en los resultados del problema 1.15, constru-
ye las ojivas con el proposito de ubicar y comprobar el valor
de la mediana.

1.22 Con base en los resultados del problema 1.17, deter
mina las medidas de tendencia central.

1.24 Con base en los resultados de los problemas 1.17 y
1.23, construye el histograma y el poligono de frecuencias
y ubica y comprueba el valor de la moda.

1.25 Con base en los resultades del problema 1.17, cons-
truye las ojivas, procediendo a ubicar y comprobar el valer
de la mediana.

1.246 Con base en los resultados del problema 1.14, constru-
ye el histograma y el peligono de frecuencias, procediendo
a ubicar y comprobar el valor de la moda.

1.27 Con base en los resultados del problema 1.15, elabora
la tabla de frecuencias de manera que determine las medi-
das de tendencia central.

1.28 Con base en los resultados del problema 1.27, constru-
ye el histograma y =l poligono de frecuencias, procediendo
a ubicar y comprobar &l valor de la moda.

1.29 Con base en los resultados del problema 1.28, desarro-
lla las ojivas de manera que ubigues y compruebes el valor
de Ia mediana.

1.30 A partir de |a coleccion de datos que se muestra,
realiza un analisis de estadistica descriptiva para datos
no agrupados determinando el valor de las medidas de
tendencia central.

169 128 140 176 161 119 164 154
140 136 154 136 148 144 175 148
136 162 130 141 123 159 151 150
146 139 160 146 136 148 144 152
145 142 156 145 128 150 135 141
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UNIDAD 1 Problemas para resolver

1.31 Con base en la coleccion de datos del problema 1.30,
determina el sexto decil y el 85avo percentil.

1.32 Con base en |a coleccion de datos del problema 1.30,
determina el nimero de intervalos aplicando la formula de
Sturges, asi como la amplitud de clase y la tabla de fre-
cuencias.

1.33 Con base en los resultados del problema anterior, cons-
truye el histograma, el poligono de frecuencias y las ojivas.

1.34 Con base en |a tabla de frecuencias del problema 1.30,
calcula los valores del sexto decil y el B5avo percentil, deter
minando si existe diferencia o no con respecto a los resulta-

dos del problema 1.31.

1.35 Con base en |a tabla de frecuencias del problemna 1.30,
determina la caracterizacion de |la curva de distribucion de
frecuencias a través de un analisis descriptivo por momentos
estadisticos.

1.36 Con base en la coleccion de datos que se muestra,
calcula las medidas de tendencia central con base en datos
no agrupados.

49 121 93 21 56 77
68 34 a7 45 712 b6
89 44 65 78 37 118
45 78 41° 120 98 20
95 20 32 114 45 81

1.37 Con base en la coleccicn del problema anterior, calcula

@y, @y, Q5 Dy, Dy, Prgy Py

1.38 Con base en |a coleccion de datos que se muestra en &l
problema 1.34, determina el nimero de intervalos por regla
empirica, procediendo a disefiar los mismos.

1.39 Con base en la coleccion de datos del problema 1.36,
determina el nimero de intervalos por la formula de Stur-
ges, procediendo a disefiar los mismos, y argumenta: jexis-
te diferencia en el nimero de intervalos y diseno con los
propusstos por el método empirico?

1.40 Con base en los resultados del problema 1.36, de-
sarrolla la tabla de frecuencias de manera gue determine las
medidas de tendencia central.

1.41 Con base en los resultados del problema 1.40, constru-
ye el histograma y el poligono de frecuencias.

1.42 Con base en los resultados del problema 1.40, deter-
mina el valor de los siguientes cuantiles: Dy, Dy, Dy, Oy, Q4
Pa, Pz ¥ P

1.43 Con base en los resultados del problema 1.40, constru-

ye la ojiva ascendente y corrobora graficamente los cuanti-
les: Dd. 0.3, Psuy P.'I"Z‘

1.44 Con base en la tabla de frecuencias comrespondiente a
la coleccien de datos del problema 1.36, obtén la caracteri-
zacion de la curva de distribucion de frecuencias mediante
un analisis por momentos estadisticos.

1.45 En relacion con la tabla de frecuencias que se presenta
en el problema 1.13, calcula el valor de la media geométrica.

Problemas para resolver con tecnologfa
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1.46 Con base en la tabla de frecuencias que se presenta en
el problema 1.14, calcula el valor de la media geométrica.

1.47 Con base en la coleccion de datos del problema 1.17,
compara el valor de la media aritmetica con el valor de la
media geométrica.

1.48B Considerando la coleccion de datos del problema
1.36, calcula la media geométrica por medio de la formula

para datos no agrupados.

1.49 Compara el valor de la media aritmética con el valor de a) Determina el valor de las medidas de tendencia central.
la media geométrica de datos agrupados del problema 1.36.

b) Elabora el histograma y el poligono de frecuencias, asi
1.50 Usa la siguiente tabla de frecuencias a continua- como la comprobacion grafica del valor de la mediana
cion para contestar lo que se te pide. mediante el cruce de ojivas.

c) Determina las caracteristicas de la curva de distribucion
de frecuencias mediante momentos estadisticos.

d) Determina el valor de los cuartiles y de todos los deciles.

e) Determina la proporcion de datos que se ubican entre el
3er cuartil y el 95avo percentil; asi como entre el 2° decil
y la mediana.

f) Determina el valor de la media geometrica.

En una importante empresa de alimentos se realizan diferentes pruebas de laboratorio para
cuidar la calidad de sus productos, una de ellas es verificar el peso de cada uno de sus pro-
ductos. Cada lunes en el laboratorio se reciben cinco lotes y cada uno de ellos consta de 25
paquetes de 250 gr. Los registros que se obtienen se encuentran capturados en la siguiente
tabla de frecuencias. El gerente del area de Control de Calidad le pide a su analista que le
proporcione la siguiente informacion.

Tabia 130
Peso Frecuencia
m 4
M0 (1
u5 15
1 w 7
M2 n
50 &5
5 %
x4 1

a) Determina el valor de las medidas de tendencia central.

b) Elabora el histograma y el poligono de frecuencias, asi como la comprobacion grafica del
valor de la mediana por medio del cruce de ojivas.

¢) Determina las caractensticas de la curva de distribucion de frecuencias mediante momen-
tos estadisticos.
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1 La estadistica y la estadistica descriptiva

d) Determina el valor de los cuartiles y de todos los deciles.
* Determina el valor de la media geométrica.
» ;Crees que es necesario revisar las basculas?

Una empresa de cosméticos le encargd a una encuestadora determinar el grado de sa-
tisfaccién de sus clientas por una crema desmaquillante que tiene en el mercado mas de
tres afios. La respuesta se catalogo en: Excelente (E), Buena (B), Regular (R) o Mala (M). Los
resultados obtenidos son los siguientes:

B ERIE EIER EN BIE B |E B E B |B E
B M M B M B M E B E R CE B 8 M E Rk
E LR RS G e EE N E K X E R .
K| E WL e R L E E B M E R MNEBNME
S e E R RN N T e
M R M B B R B R B N E WL R R e
M R B B R R M B R E RN 8 N E B E|lB
R B B B E M M N & R &N E K BB EN
8 EE M B B B R M ECE OB UE DB R E
E BN IE 8 E AN K B M B E B E B B E
B KR CE R DE E R KR TR CE: [ R e
2 E DI JEE:: DR LR 0 [l 1| N EILE K kBN |E K B
M E B B R R REM R 8 E 8 E B B M B
E R W E R RE MM XIREEEEBR
E KRR E KENIE-MNE E R & B B M B B B
B B M E B B B B M E| MES M| B bz iR [ ] GE

* Construye una tabla de frecuencias, si gustas puedes utilizar Excel.
* ;Cual es la ojiva?
* Elabora su histograma y su poligono de frecuencias.

* Determina la caracterizacion de la curva de distribucion de frecuencias mediante un anali-
sis descriptivo por momentos estadisticos.

* ;Qué porcentaje de personas considera que la crema es mala?

¢ Cuantas clientas consideran que la crema es excelente?

¢Cual es la imagen general de la crema que tienen las personas?
e ;Cuales son tus conclusiones?

Petrolax es una importante empresa petrolera, que desea contratar el suministro de tubos
de acero para sus instalaciones, solo que le piden que la asignacion del proveedor la tie-
ne que realizar por medio de una licitacion abierta. Para la licitacion se presentaron tres

3 empresas (Tubular, Tubos de acero y Acero y tubos), las tres empresas venden la unidad al
mismo precio y con las mismas especificaciones técnicas del material. Petrolax solicita que el
proveedor mantenga un diametro promedio por cada 20 tubos entregados de 46 pulgadas;
para lo cual solicitd a cada empresa un lote muestra de este tamano. El area de metrologia
de Petrolax obtuvo los siguientes resultados (las unidades estan dadas en pulgadas).
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¢ Qué proveedor seleccionarias? Es muy importante justificar tu respuesta con un buen ana-
lisis.
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UNIDAD

Teoria de la
probabilidad y
distribuciones
de probabilidad

I OBJETIVOS

Aplicar el concepto de probabilidad y su trascendencia en la vida cotidiana y profesional.
Entender los experimentos como actividades que dan origen a los eventos.

Conocer y aplicar los diferentes tipos de probabilidad.

Representar y operar los espacios muestrales a través de diagramas de Venn.

Entender el concepto de variable aleatoria y su relacién con la realidad.

Distinguir las diferencias entre las variables aleatorias, discretas y continuas.
Comprender y distinguir las principales diferencias entre distribucion de probabilidad y
funcién de densidad.

Conocer y distinguir las diferencias entre las distribuciones de probabilidad discretas.
Entender y distinguir el concepto y las caracteristicas de una distribucion continua.
Entender y aplicar el teorema del limite central.

I ¢ QUE SABES?

;Cual es la diferencia entre un experimento y un evento?

;Qué es el espacio muestral?

;Como apoya la teoria de conjuntos al analisis de la probabilidad?

¢Qué es una permutacion y qué es una combinacion?

;Cual es la diferencia entre una distribucién de probabilidad y una funcion de densidad?
;Cuales son las principales diferencias entre las distribuciones binomial y de Poisson?
;Cuales son las principales caracteristicas de la curva de distribucién normal?

;Queé son las unidades estandarizadas?

ooOooooan
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000 000OO-n0



L& probabilidad es Ia
cuantificacion de 1a
posibilidad de que un hecho
oCurra,

Los eventos son los
diferentes resultados de un
experimenta.

5o denomina espacio
muestral al conjunto de
eventos.
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2.1 Introduccion

A lo largo de |a historia, el hombre siempre ha deseado tener la certeza de los hechos que son de
su interés. Por esa razon, ha recurrido a diversos medios, que involucran desde las predicciones, las
cuales ofrecen criterios subjetivos, hasta la interpretacion sobrenatural de los hechos. Sin embargo, el
desarmollo de la teoria de la probabilidad ofrece el analisis de los hechos basades en la cbjetividad, los
cuales se exponen a lo largo de este capitulo.

2.2 Concepto de probabilidad

Probabilidad se define como la cuantificacion de |a posibilidad de que un hecho ocurra.

El analisis de la probabilidad se fundamenta en los experimentos, los cuales se definen como: &l
conjunto de actividades interrelacionadas que permite el desamrollo de un fenomeno de manera parcial
o total, y donde al resultado de un experimento se le denomina evento.

Con base en la definicion anterior, debe tenerse presente que un experimento puede tener mas
de un evento (resultado). Por tanto, al conjunto de eventos se le denomina espacio muestral, al cual,
por lo general, se le denota con la letra 5 (del inglés space, que en espanol significa espacio).

A continuacion se presenta una serie de ejemplos de experimentos y sus correspondientes espa-
cios muestrales.

Ejemplos

s Experimento: Lanzarun dado 5={1, 2,3, 4, 5, &}
* Experimento: Lanzar una moneda 5 = {aguila, sol}

* Experimento: Observacion del geénero de los recién nacidos en un servicio de maternidad
5 = {varon, mujer}

2.3 Los espacios muestrales y la teoria de conjuntos

Es importante resaltar que los espacios muestrales de un experimento se consideran conjuntos, donde
los eventos son subconjuntos de los mismos.

Con base en lo expuesto antes, a los eventos de los espacios muestrales se les representa de
acuerdo con la notacion propia de los conjuntos, como se muestra en los ejemplos siguientes:

a) Denotacion con una letra mayuscula, para identificar el conjunto, y listar entre llaves los eventos.
* Experimento: Lanzar un dado.
* Espacio muestral: S={1,2,3,4,5, 8}

b) Denotacion con una letra mayuscula, para identificar el conjunto y exponer entre llaves un argu-
mento logico.

* Experimento: Lanzar un dado.
* Espacio muestral: S={X:1 = X=4§}
c) Empleo de los llamados diagramas de Venn o Euler.

En este caso, el area delimitada por el rectangulo expresa al espacio muestral, mientras que =l
circulo adentro del rectangulo representa los eventos (vease figura 2.1).

Figura 2.1
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Considerando el ejemplo en desarrollo:
* Experimento: Lanzar un dado.

* Espacio muestral: Esta compuesto por seis eventos, por la gue el diagrama de Venn del espacio
muestral queda expresado de |a siguiente manera:

019,
SRONE

Figura 2.2

B Operaciones con conjuntos

De manera clasica, algunas operaciones se identifican con los conjuntos. Estas operaciones y los con-
juntos se aplican en el analisis de la probabilidad. A continuacion se relacionan los mas importantes:

a) Union de conjuntos. Consiste en agrupar los elementos de los conjuntos en estudio en un solo
bloque, en el cual simbolicamente se reprasentan por A U B (véase figura 2.3),

Figura 2.3

b) Interseccion de conjuntos. Se refiere a considerar solo aquellos elementos que son comparidos
por conjuntos en analisis; simbolicamente, la interseccion de conjuntos se representa por A1 B
(vease figura 2.4).

Figura 2.4
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c) Conjunto complemento. Este se compone
por todos aquellos elementos que no for
man parte de un conjunto. Simbolicamen-
te, se representa como A° o A’ (véase figura

Los espacios muestrales
s pueden representar 2.3).

mediante diagramas de
Venn, donde fos conjuntos
simbolizan los eventos de
un experimento.

Figura 2.5

Problema resuelto \

En favor de una campafia contra |a obesidad, la cooperativa de una escuela secundaria ofrece jugos
naturales de naranja y zanahoria. Al encuestar a 40 alumnos, 16 de ellos dijeron tomar jugo de zanaho-
ria, 20 afirmaron tomar jugo de naranja, y 8 tomaron de los dos jugos.

En razan a las preferencias, determina:

s ;Cuantos alumnos toman solo jugo de zanahoria?
» ;Cudntos alumnos toman solo jugo de naranja?
» ;Cudntos alumnos no toman ningun jugo?

Solucion

Coen base en el nimero de alumnos que dijeron tomar ambos jugos, primero se realiza |a siguiente
distribucién:

U Z N

(ZLUNY=12

Figura 2.6

De la figura, observese que los 8 alumnos que toman de los dos juges forman parte de los conjun-
tos Zy N, de manera que el numero de alumnos del conjunto Z es 16 (Z = 8.+ 8). Lo mismo ocurre
con el conjunto N, en donde el nimero de alumnos es 20 (N = 8 + 12). Sin embargo, al realizar
el recuento de los alumnos, estos suman 28 entre los dos conjuntos, por lo que el complemento
de la union de ellos es la diferencia de los 40 alumnos, que es 12[(Z U N)' = 12

2.4 Probabilidad clasica

La probabilidad clasica se representa mediante una razon, la cual guarda |a siguiente estructura:

Num. éxitos

P(A) =
LAY Numn. total de eventos

42
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Donde P(A) se lee como:

La probabilidad (P} de gue ocurra el evento ‘A'.

Aqui, cabe resaltar que las probabilidades se pueden expresar en fracciones, en numeros decimales o
en porcentajes. Pero, por lo comun, el valor de la probabilidad se ubica entre Oy 1; es decir, el valor
maximo que puede tomar una probabilidad es 1.

Problema resuelto \

Supdn que se |anza un dado balanceado. Determina: ;cudl es |a probabilidad de que salga el 47

Primero, se debe definirel evento:
a) 4

Luego, se establece el espacio muestral:

S={1,234, 546

Por tanto, como se puede observar, existe un solo evento que cumple con lo propuesto. Esto es, solo
hay un 4 en seis posible eventos.

Entonces: 1
PlA) = Z = 0.1666 = 16.66%

2.5 Probabilidad de eventos mutuamente exclusivos o excluyentes

La probabilidad de eventos mutuamente exclusivos o excluyentes se presenta cuando la ocurrencia de
un evento no afecta la ocurrencia de otro u otros eventos.

De acuerdo con la teoria de conjuntos, estos eventos se expresan de la siguiente manera:

Figura 2.7

Donde el modelo matematico es el siguiente:
P(A o B) = P(A) + P(B)

Para ejemplificar lo anterior, planteamos el siguiente preblema.

|I| Alerta

Las probabilidades se
pueden expresaren
decimales, porcentajes o
fracciones dentro del rango
entre 0y L.
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Problema resuelto \

Supon gue se lanza un dado. ;Cual es |a probabilidad de que se obtenga 4 o 67

De acuerdo con lo expuesto anies, primero se definen los eventes, que en este caso son dos:

Az Que se obtenga un 4.
B: Que se obtenga un &.
Siendo el espacio muestral:
S5=01,2,3405, 6]

Por tanto, las probabilidades de los eventos son:
1 1
PlAY =~ y PB)=-
(A) z 7 (B) Z

En consecuencia: 1 1
PlA o B) = P(A) + P{B}’=*g+~.~=

&
2.6 Probabilidad de eventos comunes
Alerta La prebabilidad de eventos comunes, se refiers a la
probabilidad donde parte de un evento A es parte S
de un evento B.

-

o ma

g
3

La diferencia entre eventos
mutuamente excluyentes

y Comunes, con respectn De acuerdo con la teoria de conjuntos, estos

a st operacion, solo se eventos quedan expresados de la siguiente manera:

establece al definir los

Espacios muestrales

correspondientes, con el

fin de determinar Ia

cantidad de eventos en Figira 2.8
comin,

Donde el modelo matematico es &l siguiente:
P(A o B) = PA) + P(B) — PlAY B)

Notese gque el evento en comun se encuentra tanto en A como en B, es decir esta duplicado, por lo
que debe restarse en una ocasion, de manera que solo sea contabilizado una sola vez

Con €l objeto de ejemplificar lo expuesto antes, se presenta el siguiente problema resuelto.

Problema resuelto \

Comao es sabido, una baraja cuenta con 52 cartas. 5i en un juego de destreza se extrae una carta, de-
termina: ;cudl es la probabilidad de que esta sea una pica o un rey?
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Compo en los casos anteriores, primero se definen los eventos:
A: Carta de pica.

B: Carta de rey.

Luego, se definen los espacios muestrales:

A=[24 34 44 Sa 54 Ta B4 G4 104 J& Os Ke Asl

B = (K& K%, KW, K&}

Como se puede observar en los espacios muestrales, aqui también coexiste |a carta del rey de picas
(K, por lo gue las probabilidades de cada evento son las siguientes:

13 4 !
P = = — B L
W==  PBI=  PAYB)=
Por tanto: P(! OBj = P{A} 4 P{B}—P[:AYB:] ~ E i_i- 16 4

52 57 &2 B3 13

2.7 Probabilidad de eventos simultaneos o sucesivos

Este tipo de probabilidad se refiere al hecho de que, durante el desarmollo de un experimento, los
eventos suceden al mismo tiempo o uno después del otro.

El modelo matematico gue define la probabilidad de eventos simulténecs o sucesivos es el si-
guiente:

FAn B) = P(A) - P(B)

A continuacien se expone un planteamiento clasico en el siguiente problema resuelto, para ejemplifi-
car lo anterior.

Problema resuelto\

En un experimento de azar, se lanza una moneda dos veces seguidas. Determina: ;cudl es la probabi-
lidad de que la moneda caiga dos veces consecutivas en aguila?

En este caso, lo primero gque debe hacerse es sefialar gue en este experimento, en especifico, cada vez
que se lanza la moneda, el espacio muestral es el mismo, independientemente del resultado del evento
inmediato anterior. Esto se representa de |a siguiente manera:

S = {Sol (S), Aguila (A)]

Por tanto, en el primer lanzamiento, la probabilidad de gue la moneda caiga sol es:

P{S) =

o M=

Por su parte; en el segundo lanzamiento, |2 probabilidad de que la moneda caiga sol es:

En consecuencia, el valor de |a probabilidad es:

- (3)3) - 3

La probabilidad de eventos
consecutivos o simultaneos
se obtiene multiplicando
las probabilidades de los
pventos.
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Los diagramas de drbol
exponen de manera grafca
la secuencia de eventos, asl
como fas probabilidades de
ocurrencia de los mismos.
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2.8 Los diagramas de arbol

Una de las herramientas que se utiliza mas comunmente para el analisis de la ocurrencia de los eventos
y, en su caso, para estudiar aguellos problemas que requieren del analisis de una secuencia de eventos,
son los diagramas de arbol, debido a que por medio de estos se pueden listar y organizar todas las
opciones viables acerca de un problema o condicion.

Los diagramas de arbol son un despliegue grafico que expone la secuencia de los eventos, asi come
las probabilidades de ocurrencia de los mismos. En general, en el diagrama de arbol es posible representar
los diversos eventos que pueden suceder, como ramas que parten de una bifurcacion. Por tanto, el diagra-
ma arboreo redine conjuntamente una secuencia de eventos y probabilidades. Para una mejor comprension
de este tema, en la siguiente figura se presenta el modelo general de un diagrama de arbol.

Nodo
*__/" de
o
even
de
inicio
Ramas

Figura 2.9

Para ejemplificar lo anterior considérese el siguiente problema resuelto.

Problema resuelto \

En un experimento al azar, se lanza una moneda dos veces de manera continua. Construye el diagrama
de drbol correspondiente, de tal manera que expongas el espacio muestral correspondiente.

Primero, es indispensable recordar que el espacio muestral del lanzamiento de una moneds es:

S = (Sol, Aguila)

Por consiguiente, después de lanzar por primera vez
la moneda, se tienen dos resultados posibles: sol y ler ndo
aguila; no obstante, al lanzar la moneda de nuevo, Lanzamiento Lanzamiento
independientemente del resultado de la primera ex- '
periencia, cada evento tiene dos eventos posibles:
sol y dquila (véase figura 2.10).

Figura 2.10
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2.9 Eventos consecutivos con y sin reemplazo

El desarrollo de algunos experimentos propone gue estos se puedan repetir sucesivamente bajo cier
tas condicicnes que determinen que el espacio muestral cambie en cuanto al numero de eventos.

De manera explicita, es posible considerar gue los elementos que generan los eventos de un ex-
perimento puedan ser reconsiderados para la siguiente réplica del mismo o no. Esto se conoce como
condiciones con reemplazo o sin reemplazo, como se observa en el siguiente ejemplo.

Ejemplo
Experimento: Seleccionar una carta de una baraja.

Con reemplazo: |z carta se vuelve a integrar al mazo.

5in reemplazo: Una vez seleccionada la carta es retirada y, por tanto, no es considerada en las réplicas
posteriores.

Los espacios muestrales
e eventos consecutivos

con reemplazo
Con base en |as condiciones expuestas, es posible sefialar que las probabilidades se conservan en el permiten consarvar
caso con reemplazo, lo cual no sucede en el caso sin reemplazo, donde estas cambian. Ias probabilidades de
ncurrencia a o largo de las

Para ejemplificar lo anterior, se retoma el caso clasico del bote con canicas. ! s
réplicas de |as experiencias.

Problema resuelto \

En un bote se colocan cinco canicas (tres blancas y dos negras); inmediatamente después, se agita el bote, con el fin de sortear
su contenido. Determina: ;cudl es la probabilidad de sacar de manera consecutiva una canica negra y una canica blanca con y
sin reemplazo?

El problema plantea un experimento gue se
puede desarrollar bajo dos condiciones. De esta

manera, en primera instancia se determina la @ @

probabilidad con reemplazo (véase figura 2.11).

En este caso, luego se definen los eventos:

A: Canica negra (CN)

B: Canica blanca (CB)
Considerande que en la primera extraccion -
:tzt;ml;amca negra, la probabilidad de @ -- O @ .- O
P{GN}=§ O O : O O
Para la réplica del experimento, se devuelve _ @ ' @

la canica negra al bote y se sacude para sor
tear nuevamente. Considérese que en esta
segunda extraccion se obtiene una canica
blanca; en ese caso, la probabilidad asociada
a este evento es:

3

—

Figura 2.11

Q\“E@f

Figura 2.12
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Los espacios muestrales de
eventos consecutives sin
reempiazo son diferentes

a lo largo de Ias réplicas
de las experiencias, por

o que el valor de las
probabilidades cambia.
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Selucion (continuacion)

Por tanto, |a probabilidad de estos eventos sucesivos es:
P(CN N CB,:=(E](§] B
5/\5 25

Para el caso sin reemplazo, se demuestra que las probabilidades cambian de un evento a otro,
como se estudia mas adelante.

2.10 Probabilidad condicional

Este tipo de probabilidad expone la ocurrencia de un evento B, una vez que ha ccurrido un evento A.

El modelo matematico que define lo anterior es el siguiente:
P{A N B} = P(A) - F(B/A)
Donde P(B/A) se lee como: “La probabilidad de B dada la ccurrencia de A"

Para ejemplificar lo anterior, retomamos el problema del bote con canicas en el siguiente proble-
ma resuelto.

Problema resuelio \\

Determina el valor de la probabilidad de extraer de manera consecutiva una canica blanca (CB) y pos-
teriormente una canica negra (CN), en riguroso orden sin reemplazo.

En primer lugar se definen los eventos:

A: canica blanca CB
B: canica negra CN
De manera que: B/A

Como se puede observar, se sefiala la ocurrencia de B si y solo si ha ocurrido A; por consiguiente, las
probabilidades de cada evento son:

=2
PlA) = T

Considerando que se haya obtenido la canica blanca en la primera extraccion, entonces el espacio
muestral se ajusta y, en consecuencia, la probabilidad del evento condicional es:

2
P(B/A) = =
Bohl= o

Por tante:
el

P(A 11 B) = P(A) - P(B/A) = =

| el
£

2.11 Teorema de Bayes

El teorema de Bayes fue desarrollado por el clérigo y matematico inglés Thomas Bayes, cuyos funda-
mentos fueron publicados post mortem. De manera concreta, el teorema que lleva su nombre expone
la reformulacion de un conjunto de probabilidades previas (probabilidades a prior]) como consecuencia
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de contar con informacion adicional acerca de los eventos del fenomeno estudiado, dando origen a
nuevas probabilidades denominadas probabilidades a posterior.
El modelo matematico del teorema de Bayes se fundamenta en la probabilidad condicional, como
se muestra a continuacion:
P{A)- F(B/A
pa/g) = DAL PIBIA)
P(B)

De acuerdo con esta expresion matematica, se puede interpretar que el evento condicional (B/A) es
parte de un evento A; por tanto, se procede a establecer |a proporcion de |a probabilidad gue ocupa
el evento B/A al interior del evento A

Para ejemplificar lo anterior considérese el siguiente problema resuelto.

Problema resuelto \

Una planta productora de gelatinas cuenta con tres maguinas empacadoras. Asi, la distribucion del
volumen de empaque se realiza de la siguiente manera:

* Maguina 1: 38%
* Maquina 2: 32%
* Maguina 3: 30%

De esta manera, la probabilidad de que el empaque salga defectuoso es de 11%, 15% y 14%, respec-
tivamente por cada maguina.

La gerencia de produccién de |a planta esta interesada en conocer cudl es |a probabilidad de que si
se selecciona una unidad al azar y es defectuosa, esta se haya empacado en la maquina 2.

Para la resolucion de este problema, primero se precisa definir los eventos. Asi, de estos, el primero lo
constituye la maquina y el segundo es que el producto sea defectuoso. Por tanto, el evento condicional
es gque sea defectuoso dado que haya sido producido por la maguina 2.

Para ejemplificar de manera grafica lo anterior, se sugiere desarrollar el diagrama de arbol corres-
pondiente.

Figura 2.13
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Solucion (continuacion)

Luego, debe considerarse que las unidades defectunsas pueden provenir de M1, MZ o M3, por lo que
a estas se les considera eventos mutuamente exclusivos; esto es gue el que una unidad haya sido pro-
ducida en una maquina en especifico no afecta el hecho de gue provenga de otras maguinas: Entonces:

PM: Maguina
B Unidad defectuosa
- P(D) = P(PM1) - P(D/PM1) + P(PM2) - P(D/PM2) + P(PM3) - P(D/PM3)

PR=X 01318

P{PM2) - PID/M2) _ (0.32)(0.15)

. PIVM/D] = : — 0.3642 = 36.42%
- P(Me/D) PD) 0.1318 i :

2.12 El principio de multiplicacién

El principic de multiplicacion sucede cuando, en primera instancia, "algo” se pusde llevar a cabo en
“a" formas, en una segunda ocasion en "b" formas y en una tercera en "c” formas, y asi sucesivamen-
te. Por tanto, las "n" formas hechas en conjunto pueden ser expresadas como:

a X b X ¢ X... {nfactores) formas

Lo anterior queda ejemplificado en el siguiente problema resuslto.

Problema resuelto \

Una fabrica de juguetes, |a cual es la responsable de producir la mufieca de moda, ha disefiado un kit
de guardarropa para esta mufieca, el cual esta compuesto de tres vestidos: un azul, un gris y uno negro;
asi como también de dos pares de zapatos: un par de color rojo y un par de color amarillo.

¢ Cuantas combinaciones de ropa para esta mufieca se pueden lograr con este kit de guardarropa?

Como primer paso, se sugiere desarrollar el diagrama Vestido Zapatos

de arbal, con &l fin de mostrar todas las opciones del AzRo i1}
guardarropa desarrollado.
Como se puede observar del diagrama de ar-
bol, existen seis formas posibles de combinar el As-Am 2}
guardarropa de |la mufieca. Asi, aplicando el prin-
i Bl e 5 Gr-Ro (3)
cipic de multiplicacién, se sabe que existen tres
formas de seleccionar el vestido (a) y 2 formas de
seleccionar los zapatos (b). Por tanto: Gr-Am (4)
axb=3x2=5formas
Ne-Ra {5)
Figura 2.14 Ne-Am (8}
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243 Permutaciones FETTTEY
Una permutacion es un ameglo donde los elementos que lo integran y su orden no importan. Alerta

Considérese el conjunto {a, b, ¢, d}. ;Cuantas permutaciones de tres elementos pueden obtenerse  Una permutacion es un
de este conjunto? ammegio donde los elementos

La respuesta a esta pregunta puede responderse desarrollando el diagrama de arbol correspon- N o RapuGan,

diente:

abc
abd
ach
acd
adb

adc
bac

bad
bca

bed
bda
bdc
cab
cad
cba

cbd
cda
cdb
dab
dac
dba
dbc
dba

dcb

é
J=
<

TobboToNaooobpoa o TaTOoO

Figura 2.15 G C

Como se puede observar del diagrama de arbol, sik =4, | = 3y m = 2; entonces:

k-1 m=(@)3)2) = 24 arreglos |I| Alerta

MNotese que el valor de k= (n — 1) formas, | = (n — 2) formas y m = (n — 3) formas. Fl célcuio del nimers

Por tanto, de manera general, se pusde decir que el numero de permutaciones de "n” elementos,  de permutaciones se
tomados a la vez como permutaciones de un conjunto con “n” elementos, queda matematicamente  fundamenta en el principio
definido como: de |a multiplicacion.

Aungue, si se considera que se pueden formar arreglos de "r” elementos, tomados a |a vez a partir
de un conjunte de "n" elementos, se tiene que la sere referida al calculo queda expresada como:

Mn-N-2)n—3)..ln—(r—1)
Asi, |a formula para determinar el numero de permutaciones se expresa de |a siguiente manera:

B nl
(n—=r)!

Para ejemplificar lo antes expuesto, a continuacion se presenta el siguiente problema resueho.




2

Lna combinacian es un
ammeglo donde los elementos
¥ su orden si importan.

m Alerta

Lina combinacitn siempre
es diferente a una
permutacidn.
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Problema resuelto \

Considerando el planteamiento del conjunto {3, b, ¢, d}, comprueba que &l nimero de permutaciones
de tres elementos tomados a la vez es 24.

Primero, se aplica la férmula para el calculo del nimero de permutaciones.
Asi, sin=4yr=3, entonces:

41 4x3Ix2x1
d-PS

_-{4_3]!- = = 24 arreglos

2.14 Combinaciones

Una combinacion es un arreglo donde los elementos que lo integran y su orden si importan.

Considerese de nueva cuenta al conjunto {a, b, ¢, d}. ;Cuantas combinaciones de tres elementos
pueden obtenerse del conjunto?

Con base en el diagrama de arbol desarrollado antes, se tiena:

BET_
£ ox—

d Bt
Eigirs 2,16 e

Coholoooooaofod oo Toraao

Cbservese que el arreglo "abc” es igual a los ameglos "bac”, "bea”, "cab” y "ach”, por lo que unica-
mente se considera el primer arreglo. Entonces, siguiendo con el criterio anterior, las combinaciones a
considerar son cuatro: “abc”, "abd”, "acd” y "bed”.

Para calcular el nimero de combinaciones, la formula de las permutaciones debe ajustarse consi-
derando el nimero de arreglos de “r" elementos:

= nl
o = = (n—r)!
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Para demostrar lo anterior, se expone el siguiente problema resuelto.

Problema resuelto \

Considerando nuevamente el planteamiento del conjunto {a, b, c, d}, comprueba que el nimero de
combinaciones de tres elementos, tomados a la vez, es cuatro.

Aplicando la formula para el calculo del niimero de combinaciones, sin = 4 y r= 3, entonces:

4 4 X3X2X1

e e =
A T T 3X 2 X

= 4 arreglos

2.15 Variables aleatorias

En general, una variable es un hecho cuantificable relacionado con un fenomeno; en particular, una
variable aleatoria constituye un hecho cuantificable asociado a un experimento, cuyos valares estan
determinados por el azar dentro de los nimeros reales. En otras palabras, se puede sefalar que existe
una relacion funcional entre los eventos que conforman el espacio muestral del experimento y los
numeros reales.

De esta manera, las vanables aleatorias se clasifican en:

* Variables aleatorias discretas. 5i los valores asociados a los eventos de un experimento se obtie-
nen mediante conteo, dichos valores se determinan de manera puntual dentro del terreno de los
enteros. Es decir, sus posibles valores son numerables dentro de espacios finitos o infinitos.

* Variables aleatorias continuas. 5i los valores asociados a los eventos de un experimento se obfie-
nen, principalmente, de procesos de medicion, sus valores se determinan dentre de un intervalo
perteneciente a los reales.

2.16 Distribuciones de probabilidad

Una distribucion de probabilidad es una funcion matematica real, la cual permite calcular el valor de
la probabilidad de que ocurra un evento propio del espacio muestral de un experimento; en otras
palabras, una distnbucion de probabilidad permite establecer las probabilidades de que se den los
diferentes valores de una variable aleatoria.

Asi, de manera concreta, las distribuciones de probabilidad se definen como un espacio de pro-
babilidad y un espacic medible, donde una aplicacion entre el espacio de probabilidad y el espacio
medible es una variable aleatoria, siempre y cuando esta sea una aplicacion medible.

Las distribuciones de probabilidad se dividen en discretas y continuas, las cuales se analizan con
detalle a continuacion.

B Distribuciones de probabilidad discretas

En este caso, es importante tener presente que |as distribuciones de probabilidad diseretas estan
relacionadas con fenomenos cuyos eventos (resultados) pueden tener origen en procesos de conteo,
como los gue se citan a continuacion:

* Numero de piezas defectuosas.

* Nimero de retardos.

* Nimero de empleados con incapacidad médica.

Alerta

Las variables aleatorias
son hechos medibles
relacionados con un
experimento y cuyo valor
estd determinado per el
arar.

Alerta

Las variables aleatorias se
clasifican en discratas y
continuas.




Las variables aleatorias
discretas cuentan con
una funcidn de densidad,
la cual permite calcular
un valor puntual de
probabilidad.

E Alerta

Las variables aleatorias
discretas cuentan con una
funcidn de distribucidn, la
cual permite calcular la
probabilidad acumulada.

’j Alerta

Las variables aleatorias
discretas de aplicacion
comun son del tipo binomial
y de Poisson.

Teoria de la probabilidad y distribuciones de probabilidad

Las distribuciones de probabilidad discreta se distinguen, entre otras cosas, por:
a) Contar con una funcion de densidad de probabilidades, la cual permite determinar el valor pun-
tual de |a probabilidad para un valor X de la variable aleatonia.

b) Centar con una funcion de distribucion, la cual permite calcular |z probabilidad acumulada; esto
es, gue permita obtener el valor de |a probabilidad de un rango de valores de la variable aleatoria.

B Distribucion binomial o de Bernoulli

Este tipo de distribucion se diferencia por tener un espacio muestral basado en el éxito o el fracaso de
generar un evento en un determinado numero de ensayos.

Este tipo de distribucion se fundamenta en el proceso de Bernoulli, el cual expone los siguientes
puntos:
a) Cada prueba tiene un nimero concreto de resultados.
b} La probabilidad de exito permanece constante en cada prueba.

c) Las pruebas son independientes, por lo que se pueden acumular sus resultados.

El modelo matematico que identifica este tipo de distribucion es el siguiente:
Plr. n, - —
{ Pl rl»{n—r)lp 9
donde
r= Nimero de éxitos.
n = Namero de ensayos.

p = Probabilidad de exito.
q = Probabilidad de fracasc: g =1 - p.

Fara ejemplificar lo anterior, considérese el siguiente problema resuelto.

Problema resuelto \

En cierta regidn de nuestre pais, se observa que las mujeres en edad fértil tienen, en promedio, tres
hijos. De estos, la probabilidad de que alguno de ellos sea mujer es de 60%. Un estudio social desea
determinar |z probabilidad de que alguno de los tres hijos de cada una de estas mujeres sea varon.

En este caso, es posible resolver el problema por
medio de dos métodos de calculo. En primera
instancia, se puede solucionar a traves del arbaol
de decision, en el cual se aprecian de manera
explicita los eventos que cumplen con |a condi-
cion de que uno de las tres hijos sea varon; es
decir, eventos consecutivos e independientes. El
segundo método que se utiliza para resolver el
problema es por medio de la formula de la distri-
bucion binomial.

El arbol de decision de este problema se observa
como el gue aparece a continuacion:

Figura 2.17




Grupo Editorial Patria®

Solucion (continuacion)
Como se puede observar de la figura, VMM, MVM o MMV son eventos independientes uno del
atro; per tanto, el valor de la probabilidad es:

PVMM o MVYM o MMV)= PYVMM) + P(IMVM) + PIMMW)

=04 x056x0.6/+H0.5x 0.4 x 0.6+(0.6 %06 %04

=0.432=432%

Por otra parte, aplicando la farmula de |a distribucion binomial, donde:

r=1
m—3
p=04
g=1-04=04%
Por tanto:
A3 04) = et (0.4 0.6/ =0.432 = 43.2%
I =T

Ahora, para entender el concepto de funcion de distribucion considerese el siguiente problema re-
suelto.

Problema resuelto \

De acuerdo con el problema anterior (acerca de las mujeres en edad fértil), los responsables del estudio
social requieren conocer |os siguientas aspectos:

a) ¢Cuél es el valor de |a probabilidad de que una mujer tenga cuando menos 2 varones?
b} ¢Cual es la probabilidad de que una mujer tenga a lo mas 2 varones?

c} ;Cudl es la probabilidad de que una mujer tenga entre 2 y 3 varones?

Para la resolucion de este problema, primero se calculan los valores de la probabilidad de que nazcan
0, 1, 2 y 3 varones y se transcriben en una tabla:

P pl
2N.60%
43.30%
28.80%
£.40%

[ L. — - - |

Acto seguido, se procede a solucionar cada uno de los incisos planteados.
a) El término cuando menos 2, debe interpretarse como X = Z; esto es:
BiX=2=1—[PX=0) + PX=1)]1 =1 — [21.60% + 43.20%] = 35.20%

b) El termino & lo mas 2, debe interpretar como X = 2; esto es:

PiX = 2)= PX=0) + PIX=1)= 21.60% + 43.20% = 64.80%

c) El término entre dos y tres varones significa que 2 = X = 3; por tanto:
FZ=X=3)=PX=3)—PX=21=

= [PX=0) + PX=1) + PIX=2)] — [PX=0) + AX=1)] =

= 03.60% — 64.80% = 28.80%
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En la distribucion de
Paisson, los éxitos por
unidad de observacidn
son aleatorios; [os
eventos independientes
se distribuyan de manera
uniforme en la unidad de
observacidn.
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B Distribucion de Poisson

Este tipo de distribucion de probabilidad discreta se distingue por considerar el nimero promedio de
exitos por unidad de tiempo, volumen o area. Su formula general es:

Kool
P(x}=p' e R
X! X!

donde

p = A: Ndmero promedio de éxitos.
X: Numero de éxitos requerido.

Es importante destacar que la distribucion de Poisson se fundamenta en las siguientes premisas:

a) La probabilidad de que ocurra un evento por unidad de tiempo, area o volumen es pequefia.
b) La probabilidad de que ocurran dos o mas eventos de manera simultanea es practicamente cero.
c) El nimero de eventos que ocurren por unidad de tiempao, area o volumen es independiente de

otras observaciones, ya que no se encuentran relacionadas; es decir, son independientes.

Ce hecho, de manera similar a la distribucion binomial, en |a distribucion de Poisson se pueden deter-
minar las probabilidades de manera puntual o acumulada.

Para ejemplificar y exponer su aplicacion se presenta el siguiente problema resuelio.

Problema resuelto \

Una fabrica dedicada a |a fabricacion de duela de madera de cedro encuentra, durante un proceso de
control de calidad, que en promedio hay dos defectos en |a duela por cada metra cuadrado. La geren-
cia de control de calidad esta interesada en saber las probabilidades de obtener:

a) Cuatro defertos exactamente.
b) Més de tres defectos.

c) A lo mas tres defectos.

En primera instancia, se calculan |as probabilidades de uno a cuatro defectos, aplicando la férmula de

Poisson:

0 13.53%
1 107%
2 Hi%
3 18.04%
4 9.02%

De acuerdo con los resultados de [z tabla, se procede a realizar fos célculos de cada inciso.

a) Para X = 4 |a probabilidad es:
PX=4) = 9.02%

b) Para el caso de mas de tres defectos, debe interpretarse una probabilidad cuando P(X > 3):
PO(>3) = 1 — [P(X=0) + P(X=1) + P(X=2) + P(X=3) = 1— 0.8571 = 14.29%
¢) Para el caso de a lo mas tres defectos, se debe entender que P(X = 3). Por tanto:

P{X = 3) = P(X=0) + P(X=1) + P{(X=2) + P{X=3)= 85.71%
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B Aproximacion a la distribucién binomial a través de la distribuciéon de Poisson

Toda distribucion de probabilidad discreta tiene una media y una desviacion estandar, las cuales se
definen coma:

B=np
y o =4npq

Con base en lo anterior, 25 posible senalar que en algunos problemas propuestos de distribucion bi-
nomial se puede calcular la probabilidad ajustando la funcion de Poisson; aun cuando la probabilidad
de exito solo sea muy pequefia y se cuente con un numero de ensayes grande.

fl . - En s p}x. E—|I1'pl

P T r = i
i B o P X1

Problema resuelto\

De acuerdo con un estudio realizado con antelacién, una comparfiia dedicada a la fabricacién de equi-
pos de computo encontrd que de cada 20000 discos duros, solo 19880 discos cumplen con las es-
pecificaciones de control de calidad establecidas por la compafia. 5i los lotes de embarque estan
compuestos por 600 unidades, |a gerencia de control de calidad precisa saber si los valores de las
probabilidades puntuales de hallar 0, 1, 2, 3, 4, 5 y 6 discos defectuosos en un lote son iguales entre |a
binomial y la aproximacion de la binomial por Poisson.

. ’ 17580
Discos no defectu = e =GO A%
ISCOS NO defectliosos 201

Como en otros casos, primero se determina la probabilidad de gue un disco sea defectuoso:

. P{Disco defectuosa) = T - P(Disco no defectuoso) = 1 — 0.9940 = 0.006 = 0.6%

donde
P=0.005
q=0.994
n =400

Luego, se aplica la binomial:

o

1 9.79%
2 17708
3 N29%
4 19.18%
5 13.80%
& .26%

-Sin embarge, aplicando la de Poisson, se tiene:

= np =400 x 0.006 = 3.6

|I| Alerta

Las distribuciones de
probabilidad discreta tienen
una media y una desviacidn
estandar definidas por:

w=m y o=/
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m Alerta

Las curvas de distribucion
fe probabilidades muestran
&l comportamiento,

en cuanto al cambio en

los valores de las
probabilidades, en razon del
namera de éxitos.

Solucion {continuacion)

L8%
9.84%
12.71%
21.35%
19.12%
BaI%
B.26%

ok e o - e

Como se puede observar, [as diferencias son minimas entre los valores.

2.17 Curva de distribucion de probabilidad discreta

Los valores de |a probabilidad de los eventos en analisis, a traves de una distribucion de probabilidad
discreta, pueden exponerse de manera grafica. De esta manera, al unir los valores que representan las
probabilidades, se obtiene la curva de probabilidad correspondiente. Esta curva permite mostrar el
comportamiento gue sucede respecto del cambio en los valores de |as probabilidades, en razon del
niumero de exitos.

Asi, una distribucion de probabilidad indica toda la gama de valores que pueden representarse
comao resultado de un experimento, si este se llevara a cabo.

Para mayor comprensian del tema, a continuacion se expone el siguients problema resuelto:

Problema resuelto \

Con base en |os datos del problema expuesto acerca de |3 probabilidad de nacimientos de varones
en cierta region del pais, desarrolla la curva de probabilidad correspondiente, sabiendo que el ndmero
minimo y maximo de hijos varones por madre es de 0 y 3, respectivamente.

Primero, se calculan los valores de la probabilidad de que nazcan nifios varones, que esde: 0, 1, 2y
3. Enseguida, se procede a graficar estos datos, con el proposito de definir su curva de distribucion.

21.60%
43.00%

(PP W

6.40%

50.00%

45.00%

35.00% / \\\

25.06% \

- =
5000 \\

0.00% ]
Figura 2.18 a
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2.18 Valor esperado de una variable aleatoria
discreta o esperanza matematica

El valor que puede tomar una variable aleatoria discreta depende de su probabilidad de ocurrencia;
por ello, algunos valores tienen menos probabilidades de ccurrir que otros. De acuerdo con lo expues-
to antes, puede surgir la inquietud de saber: jcual es el valor promedio de una distribucion de proba-
bilidades? Lo anterior da origen al concepto del valor esperado de una variable aleatoria discreta o
esperanza matematica o promedio ponderado, |a cual se estructura como el acumulado del producto
de los valores que puede tomar la variable aleatoria y su probabilidad de ocurrencia correspondiente:

E{X)=§:P-X.

=t

donde

E{(X): Valor esperado o esperanza matematica (E(X) = p).

P Probabilidad de ocurrencia del evento X,

X.: Valor del evento “i".

Es preciso destacar aqui que la esperanza matematica se aproxima al promedio aritmetico. De esta
manera, al considerar un promedic es conveniente considerar la medicion del grado de dispersion con
respecto a la esperanza matematica, donde también resulta importante el hecho de considerar la pro-
babilidad de ocurrencia de cada evento, por lo que la formula de |a desviacion estandar se modifica,
como se muestra a continuacion:

o, =J E. R - [X; ~E(X)P

En algunos calculos, la probabilidad de ocurrencia se sustituye por el grado de importancia que un
valor de la variable aleatoria tiene dentro de |a distribucion de probabilidad; como es el caso del costo
porcentual promedio de capital o cuando en algun sorteo un cupon se repite varias veces en la umna.

Para la comprension de lo anterior, observese con cuidado el siguiente problema resuelto.

Problema resuelto \

El encargado de una tienda que vende al mayoreo estima la probabilidad de ocurrencia de los diferen-
tes niveles de venta de cajas de leche en polvo durante los cinco dias de la semana. ;Cudl es el valor
esperado del nivel de ventas semanal? ;Cusl ! valor de la desviacion estandar ponderada?

De acuerdo con |z férmula de |a esperanza matematica, en primera instancia se procede como sigue:
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Solucién {continuacion)
2 E(X) = 219 cajas

Donde el valor de la media aritmética es de 219 cajas, con |o cual se confirma que |a esperanza mate-
mética se aproxima a |a media aritmética.

De esta manera, el valor de |z desviacion estindar ponderada es:

Tabla 2.4

T T N T I
180 L 36 304.20
20 5% 55 025
i) i 51 33620
145 15%: 36 66.15
200 i 40 1EN
= 00% s Tre.00

a, =779 = 27.91

2.19 Distribuciones de probabilidad continuas

Como se refiria antes, las distribuciones de probabilidad continuas son aquellas cuyos eventos se ge-
neran por procesos de medicion y cuyos valores pertenecen a los ndmeros reales.

Las distribuciones de probabilidad continuas se relacionan con |la denominada curva de distribu-
cion normal o campana de Gauss, |a cual constituye una curva, cuyas principales caracteristicas son las
siguientes:

a) Su media vale O y el valor de su desviacion estandar es 1.

b) Es simatrica alrededor de |a media, por lo que la mediana y la moeda tienen el mismeo valor y ubi-
cacion que la media.

c) Su rango en unidades estandarizadas (Z) se encuentra entre —3 y +3; de hecho, los puntos de
inflexion de la curva se dan para p = o

d) Suamplitud cubre —e = x = +e0, de manera asintotica al eje x.

e) El valor del area bajo la curva es 1, ya que cubre todos los posibles eventos relacionados con una
variable aleatoria.

-3 —2 -1 0 +1 +2 +3 Z
Figura 2.19
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La curva de distribucion normal tiene la siguiente funcion de densidad: P
[
§ o Alerta

fix)=——e%
W La formula de 7 expresa
Por esta razon, el calculo de las probabilidades corresponde a la determinacion del drea bajo la curva  la proporcion de o que es
delimitada por dos valores. Donde, para mayor referencia, se considera a partir de lamedia (u = 0)y  A—p.
un valor x, haciendose necesario integrar la funcion de densidad de la distribucion:

[p1®

1w
i A
e on I‘] s 4

area bajo la curva
o
valor de la probabilidad

/

e

-+
L

i —
-t

—+

' media "
1]
Figura 2.20

MNo obstante, resulta necesario hacer hincapie en que las areas bajo la curva normal ya se encuentran
tabuladas y que tan solo se requiere convertir las unidades de |a variable aleatoria a unidades estanda-
rizadas (Z), mediante de la siguiente formula:

media %

Figura 2.21

Si se desarrolla el calculo, resulta posible apreciar las proporciones de la distribucion que cubre, de
acuerdo con la siguiente tabla y grafica:

pto 68.20%
ptla 95.40%
pE3a 99,708
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=
(=1

Figura 2.22

Fuente: http: //commons.wikimedia.org/wiki/File:Standard_deviation_diagram_(decimal_comma).svg

Para ejemplificar lo antes descrito, considérese &l siguiente problema resuelto.

Problema resuelto \\

Un almacén realiza en promedio 500 entregas a la semana, mas/menos 50. El administrador del nego-
cio desea saber [a probabilidad de:

a) Realizar 440 entregas a la semana.
b) Realizar 550 entregas a la semana.
c) Realizar entre 440 y 550 entregas a la semana.

a) En este caso, primem se calcula el valor de Z Donde:

=500

a=50
Z=‘44{F—SGD 132
50

Enseqguida, se ubica |a probabilidad en tablas.
B{Zz=1.2)=0.3849 = 38.49%

[/ /LD

Figura 2.23




Grupo Editorial Patria®

-Solucion (continuacion)
b) En este caso, primero se calcula el valor de 2

550 - 500
- =1,
z ‘ = 0

Luego, en tablas se ubica la probabilidad:
P Z=1.00=03413=34.13%

Figura 2.24

c) Eneste caso, |2 probabilidad es la suma de las areas. Por tanto:

38.49% + 34.13% = 72.62%

Figura 2.25

2.20 Teorema del limite central

El teorema del limite central tiene como funcion senalar que las variables aleatonias tienden a distribuir-
se comao la normal; en otras palabras, sefiala que la distribucion normal puede usarse como aproxima-
cion a otras funciones de distribucion. Por ejemplo:

* |3 distribucion binomial con parametros n y p se aproxima a la normal para grandes valores de n
¥ p. no demasiado cercano a 1 o 0. De tal manera que la normal aproximada tiene los siguientes

parametros: g = np, e np{1 — p).

* | 3 distribucion de Poisson con parametro A se aproxima a la normal para grandes valores de A. Por
le que la distribucion normal aproximada tiene parametros g = o = A.

m Alerta

El teorema del limite
central expona que
algunas distribuciones
de probabilidad tienden a
I normal si se cumpien
ciertos valores en sus
parametros.




2.1 Desarrolla el espacio muestral comrespondiente al lanza-
miento de dos dados.

2.2 Desarrolla el espacio muestral de dos monedas lanzadas
simultaneamente.

2.3 En un estudio sobre preferencias de lectura de dia-
rios, se realizo una encuesta a 45 lectores, en lacual se
obtuvieron los siguientes resultados:

a) 29 senalaron leer el diario El Planeta.
b) 25 dijeron leer El Mercurio.
c) 30 mencionaron leer Atlas.

Sin embargo, a su vez, 10 lectores sefialaron leer El Pla-
netay El Mercurio; en tanto, 20 afirmaron leer El Planeta
y Atlas; mientras que 18 dijeron leer El Mercurio y Atlas,;
por ulime, 5 sefialaron leer los tres.

Desarrolla el diagrama de Venn correspondiente a la in-
formacion obtenida de la encuesta.

2.4 En una clase en la que todos los alumnes practican algin
deporte, 60% de los estudiantes juega futbol o balonces-
to, de los cuales 10% practica ambos deportes y 40% solo
juega baloncesto. Determina: jcual sera la probabilidad de
que, escegido al azar, un alumno de la clase:

a) juegue solo futbol?

b) juegue solo baloncasta?

c) practique uno solo de los deportes?
d) no juegue ni futbol ni baloncesto?

2.5 Un elub de lectura de estudiaptes de la carrera de Inge-
nieria aeronautica recibe tres revistas: Alas (A), Aeronaves
(B} ¥ Aviones (C}, El niimero de miembros del club es de 100
estudiantes, cuya preferencia de lectura es la siguiente:

a} &6 leen Alas.

b) 38 leen Aeronaves.

c) 59 leen Aviones.

d) 17 leen Alas y Aeronaves.

e) 43 leen Alas y Aviones.

1) 13 leen Aeronaves y Aviones.

El tutor y el presidente del club estan interesados en saber,
si se selecciona a un miembro del club al azar, cual es la
probabilidad de que...

a) Lea lasires revistas.

b} Lea Alas pero no Aviones.

¢} Lea Alas o Aviones, perc no Aeronaves.
d) Lea Alas, pero no Aviones ni Aeronaves.

2.6 El departamento de Ciencias Sociales de una universi-
dad cuenta con 800 estudiantes, per lo que decidio realizar
un estudio sobre el nimero de estudiantes que durante el
actual semestre cursaran las asignaturas de Metodologia de
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la investigacion, Administracion y Estadistica. A traves de.
una encuesta, se abtuvieron los siguientes resultados:

Tabla 2.5
. . Metodologia y
Metodologia 490 Administracion 90
5 i : Metodologia y
Administracion 160 Estadistica 1
. Administracion y
Estadistica 320 ot bar 78

Con base en esta informacion y si se selecciona a un alumno
al azar, calcula las siguientes probabilidades:

a) De gue estudie las tres asignaturas.

b) De que estudie solo Estadistica.

c) De que estudie Metodologia y Administracion.
d) De gue estudie Administracion y Estadistica.

2.7 Como es sabido, un domino cuenta con 28 fichas, orde-
nadas en siete fichas por cada serie de nameros: 0, 1, 2, 3,
4, 5, 6. Halla la probabilidad de que al levantar las fichas de-
domino se obtenga:

a) Un ndmero de puntos mayor a 25 puntos.
b) Un nimero de puntos que sea multiplo de 6.
c) Un numero de puntos mayor a 20, pero menor a 36.

2.8 En la realizacion de un experimento se utilizan tres ca-
jas. En la primera hay 3 bolas blancas y 2 bolas rojas; en la
segunda caja, hay 4 bolas blancas y 3 bolas verdes, y en
la tercera caja hay 5 bolas blancas y una bola amarilla. Si se
extraen dos bolas de cada caja sin reemplazo, determina:
icudl es la probabilidad de obtener una bola roja, una bola
verde y una bola amarilla?

2.9 En la realizacion de un experimento se utilizan 4 cajas,
cada una de las cuales tiene en su interior 3 bolas azules y
5 bolas blancas. Si se extrae una bola de cada caja sin reem-
plazo, jcual es |a probabilidad de obtener dos bolas azules
y 2 bolas blancas en cualquier orden?

2.10 Censiderando el planteamiento del problema 2.9, de-
termina: jcual es |a probabilidad de obtener 3 bolas azules
y una bola blanca en cualquier orden?

2.11 Considerando el planteamiento del problema 2.9, si
todas las bolas se juntan en una scla caja y se extrasn 4 bo-
las de manera consecutiva, sin reemplazo; establece: jcual
es la probabilidad de obtener una bola blanca, 2 bolas azu-
les y una bola blanca, en ese orden?

2.12 Se lanzan dos dados al aire y se suman los puntos ob-
tenidos. Determina:

a) La probabilidad de que el nimero obtenido sea 7.
b) La probabilidad de que el numero obtenido sea par.

c) La probabilidad de que el nimero obtenido sea multiple
de tres.

Problemas para resolver con tecnologla



2.13 Para la realizacion de un experimento se emplean dos
monedas. Con la primera de estas, |a probabilidad de obtener

sol” es de % mientras que con la segunda es de % Determi-
na la probabilidad de que al lanzar al aire dos monedas salgan:

a) Dos veces sol.
b) Dos vecesaguila.
c) Una vez aguila y una vez sol.

2.14 En una clase universitaria de ciencias hay inscritos 30
alumnos, de ellos 5 estudian fisica, 15 matematicas y 10 bio-
logia. De estos mismos estudiantes, 22 son mujeres y el res-
to son hombres. Determina: jcual es la probabilidad de que
al escoger un estudiante al azar para pasar al pizarron, este
sea hombre y estudiante de matematicas?

2.15 Una fabrica que produce coples para tuberna de % &
de diametro retine los excedentes de su produccion en
una caja, para su clasificacion en el almacen. De esta ma-
nera, en la caja hay 100 coples, tanto de pared gruesa
como de pared delgada. De estos, 55 coples son cortos,
de los cuales 25 son de pared delgada, mientras que 45
son coples largos, de los cuales 15 son de pared gruesa.
Si se selecciona un cople al azar de la caja, establece
cual es |a probabilidad de que este sea...

a) Un cople corto o de pared delgada.
b) Un cople largo de pared delgada.
c) Un cople corto.

d) Un cople largo o de pared gruesa.

2.16 Como es sabido, el juego del cubilete es un juego de
azar que cuenta con 5 dados, normalmente marcades con
palos de la baraja americana. Determina: jcual es la proba-
bilidad de obtener cuatro ases en dos tiradas consecutivas?

2.17 Una empresa dedicada al disefio de juegos de mesa,
hoy dia se encarga de desarrcllar las reglas de uno de sus
nuevos productos, proponiende que el jugador deba lanzar
dos dados, uno despuées del otro obligadamente. El gana-
dor sera aquel jugador gue acumule mas puntos, siempre y
cuando la suma de los puntos sea de por lo menas 7, para
que cuente la tirada. Determina lo siguiente:

a} ¢Cual es la probabilidad de que fa suma de los dados
sume al menos 77

b) ¢Cual es la probabilidad de que la suma de los dados
sea al menos 7, pero que en el segundo dado aparezca
el nimero 47

¢) ¢Cual es la probabilidad de que la suma de los dados
seg al menos 7 y que en el primer dado aparezca el
numero 27

2.18 Durante |a época de inviermno, en un seropuerto ubica-
do en |a frontera norte del pais, la probabilidad de que un
aterrizaje se realice bajo lluvia es de 40%, que aterrice bajo
nieve es de 25%, y de que atenice bajo clima despejado es
de 35%: En atencion a las probabilidades climaticas, los ries-
gos de despiste son de: 15%, 15% y 7%, respectivamente.

m Problemas aplicados a la realidad

‘ Problemas para resolver con tecnologla
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Los analistas del aeropuerto estan interesados en conocer
las siguientes probabilidades:

a) Que un aterrizaje se desarrolle bajo condiciones de
riesgo.

b) Que un aterrizaje se desarrollz libre de fdesgo.
¢} Que un aterrizaje se desarrolle con riesgo bajo lluvia.
d) Oue un aterrizaje se desarrolle libre de riesgo bajo nieve.

2.19 En la actualidad, una cadena de restaurantes de
comida rapida cuenta con cuatro sucursales en la clu-
dad y zona metropolitana. Debido a sus pretensiones
de extension, ests interesada en captar la preferencia
del consumidor con base en la calidad en el servicio. Se
sabe que el nivel de concurrencia de sus clientes es de
30%, 249%, 28% y 16%, respectivamenite en cada sucur-
sal. Comeo resultado de su evaluacion del SERVOUAL
{Service Quality Evaluation) se sabe que 84%, 87%, 80%
¥ 92% de los clientes de cada sucursal, respectivamen-
te, estan de acuerdo con el servicio. La direccion de la
cadena esta interesada en conocer la probabilidad de
que la opinion de un cliente escogido al azarsea...

a) Que no esté de acuerdo con el servicic y que sea
cliente de la sucursal “1".

b} Que esté de acuerdo con €l servicio y que sea clients
de la'sucursal "3".

c) Oue no este de acuerdo y que sea cliente de la su-
cursal “4".

2.20 En una oficina, 70% de los empleados son originarios
del Distrito Federal. De ellos, 50% son hembres. En tanto,
de los empleados que son originarios de otras partes del
pais, solo 20% son hombres. Con base en estos datos:

a) Calcula |a probabilidad de que un empleado no capitalino
sea mujer

b) Calcula |a probabilidad de que un empleado de la oficina

s2a mujer

2.21 En un supermercado, 65% de las compras sen rea-
lizadas por rmujeres. De las compras realizadas por estas,
809% supera los 200 pesos, mientras que de las compras
realizadas por hombres solo 30% supera esa cantidad.
Elegido un comprobante de compra al azar, determina:

a) Cual es la probabilidad de que este supere oz 200
pesos?

b} 5i se sabe que el comprobante de compra no supe-
ra los 200 pesos, jeual es la probabilidad de que la
compra haya sido hecha por una mujer?

2.22 El equipo directivo de una empresa pertenecien-
te al sector hotelero esta constituido por 25 personas.
Del nimero total de empleados directivos, 60% son
mujeres. De ellos, el gerente tiene que seleccionar a
una persona de dicho equipo, para que represente
‘a la empresa en un certamen internacional. Para la se-
leccion, decide lanzar una moneda al aire. Si sale sol,
selecciona a una mujer y si sale aguila, elige a un hom-
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bre. Sabiendo que 5 mujeres y 3 hombres del equipo
directive no hablan inglés, determina:

a) La probabilidad de que |a persona seleccionada ha-
ble ingles.

b} La probabilidad de que la persona seleccionada no
hable inglés.

2.23 Una empresa fabricante de bandas para motores
de equipo de construccion cuenta con cuatro plantas
de produccion en el pais (A, B, C, D). La produccion
total {en las cuatro plantas) de bandas para bulldozer es
de 5000 unidades al mes. De la produccion total, cada
planta manufactura 1000, 1150, 1500 y 1350 unidades,
respectivamente. Se sabe que =l porcentaje de unida-
des defectuosas generadas por cada planta es'de 15%,
18%, 12% y 16%, respectivamente. Considerando la
informacion expuesta antes, la gerencia de produccion
esta interesada en conocer, en caso de que se seleccio-
ne una banda al azar, cual es |a probabilidad de que. ..

a) Sea manufacturada sin defectos.
b) Sea manufacturada por la planta D sin defectos.
c) Sea manufacturada por la planta B con defectos.

2.24 En el proceso de produccion, una fabrica utiliza lineas
de produccion. La primera linea produce 30% de |a produc-
cion total; la segunda linea produce 50% y la tercera linea
contribuye con 20%. La tabla siguiente muestra las proba-
bilidades de qgue se seleccionen productos sin defectos de
cada una de las lineas.

Limea 1 03
Limaz 2 oy
Linead 09

Con base en la informacion anterior, el gerente de control
de calidad desea conocer las siguientes probabilidades:

a) Seleccionar un articulo defectueso de la tercera linea.

b) Seleccionar un articulo de calidad de la segunda linea.

c} Seleccionar un articulo defectuoso de la primera linea.

d) Seleccionar un articulo de calidad de cualquier linea.
2.25 Una empresa de servicios por cable determing que la

probabilidad de contratacion de los servicios en una zona de
clase media de reciente creacion es la siguients:

| Cliente | Probabilidad de contratacion

Gsa 5%
Departamentn 5%
De acuerdo con los resultados del estudio, estima la proba-

bilidad de contratacion de los servicios, como se presentan
a continuacion:

| Servicio | Probabilidad de servicio
Teléfono 5%

w 30%
Intemet 0%
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De acuerdo con los datos anteriores, determina lo siguients:

a) La probabilidad de que se contraten servicios de telefo-
fia.

b) La probakilidad de que un contrato de Internet sea de un
departamento.

c) La probabilidad de que un contrato de television sea de
una casa.

d} La probabilidad de que un contrato sea de telefonia, te-
levision e Internet.

2.26 La compania de juguetes responsable de |z fabricacion
de la mufieca de moda, hace poco tiempo lanzo al mercade
otro kit de guardarropa. Este incluye: cuatio vestidos (azul,
amarillo, rojo y blanco), tres pares de zapatos (rojo, blanco
y negro), tres belsas (blanca, roja y rosa). Desarrolla el arbol
de decision, con el fin de determinar las diversas formas de
combinacion del guardarropa.

2.27 Una cadena de hamburguesas tomo la decision de
redisefiar la composicion de sus productos. En esta nueva
etapa, el clients puede escoger tres de los siguientes ingre-
dientes extras:

a) Tocino

b) Queso

c} Salsa especial

d) Lechuga y pepinillos
e) Aderezo agridulce

Con base en estos datos, desarrolla el arbol de decision,
para determinar el nimero de formas en que se pueden
combinar los ingredientes extras.

2.28 El estudio demografico de un pais arrojo los siguientes
datos:

a) Tres de cada siete nacimientos son varones.
b) En promedio, las parejas procrean cuatro hijos.

Desarrolla el arbol de decision, para determinar las posibles
combinaciones de los hijos de cada pareja.

2.29 Con base en los datos del problema 2.26, aplica &l
principio de |la multiplicacion para confirmar el numero de
tormas posibles de combinar el nuevo guardarropa de la
mufieca de moda.

2.30 De acuerdo con los datos del problema 2.27, 1a geren-
cia de servicio esta interesada en determinar el numero de
combinaciones posibles de hamburguesas que los clientes
pueden formar,

2.31 Una agencia de automaoviles desarrolla una estrategia
de promocion para vender todos los autos modelo 2010,
que aun se hallan en la agencia, la cual consiste en ofrecer
un paquete que consiste en escoger tres accesorios, de cua-
tro posibles, a un precio especial, los cuales son:

Problemas para resolver con tecnologfa



| Accesorio | Descripeién |
Rines deportivos
Manos fibres para cefular en o tablero
(uemacocos

Equipo de sonida parz iPodintegrado

2| mom =

El gerente de servicio desea saber cuantas y cuales serian las

combinaciones de los paquetes. Determina todas las proba-
bilidades.

2.32 Una fabrica de alarmas para autos establece que
la probabilidad de que una de sus alarmas falle es de
0.005. Si cada uno de los lotes de produccion consta
de 2000 unidades, la gerencia de calidad esta interesa-
da en saber las siguientas probabilidades:

a) De gue fallen exactamente 10 unidades.
b) De que fallen mas de 10 unidades.

c) De gue falle 5% de las unidades.

d) De que falle 1% de las unidades

2.33 Con respecto al estudio demografico, referido en el
problema 2.28, los responsables del mismo estan interesa-
dos en conocer las siguientes probabilidades:

a) De que conciban un varon.

b) De que conciban cuatro varones.

¢} De que no conciban ningdn varon.

d) De que conciban dos varones y dos mujeres.

2.34 Durante |a realizacion del examen para obtener la li-
cencia de manejo, se conocio que 3 de cada 10 candidatos
son rechazados la primera vez gue realizan dicho examen.
Determina la distribucion de probabilidad de que se acep-
ten 5,6, 7, 8,9, 10 candidatos.

2.35 La probabilidad de que un articulo producido por una
fabrica no sea defectuosa es de 99.80%. 5i se envia un car-
gamento de 10000 articules a diversos almacenes, hallar la
probabilidad de que...

a) en el embarque vayan 10 articulos defectuosos.

b) en el embargue vayan no mas de siete articulos defec-
Tuosos.

c) en el embarque vayan entre cinco y 10 articulos defec-
TI0S0S.

2.36 Una fabrica de equipos de computo dio a conocer que
de cada 20000 discos duros gue produce, 19 880 discos
cumplen con las especificacicnes de control de calidad. 5i
los lotes de embarque estan cempuestos por 600 unidades;
la gerencia de control de calidad quiere conocer las siguien-
tes probabilidades:

a) De gue en un lote vayan no mas de & discos dures defec-
tuosos.

b) De gue en un lote vayan mas de 6 discos duros defec-
fuosos.

ﬁ Problemas aplicados a la realidad
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c) De que en un lote vayan mas de 6, pero menos de 10
discos duros defectuosos.

2.37 |55 estadisticas de salud mas recientes de nuestro
pais, afirman que en la zona suroriente de la Ciudad de
Mexico se presenta una alta incidencia de malestares
estomacales, provocados por la falta de higiene (esto
es, 200 casos por cada 10000 habitantes). Supon que
tambien se realizan examenes a 1000 habitantes de un
municipio conurbado y se asume que para estos la tasa
de incidencia es la misma gue para toda la region sur
criente de |a Ciudad de México. Determina:

a) ;1 Cual es la probabilidad de que ninguna de las perso-
nas examinadas padezca alguna infeccion estomacal?

b} ¢ Cual es la probabilidad de que al menos tres persc-
nas padezcan alguna infeccion estomacal?

c} ¢ Cual es |a probabilidad de gque al menos ocho perso-
nas padezean alguna infeccion estomacal?

2.38 Una empresa dedicada a la fabricacion de focos incan-
descentes, reporta que 7% de la preduccion es defectuosa.
Halla la probabilidad de que en una muestra de 270 bombi-
llas suceda que...

a) mas de cinco focos sean defectuosos.
b) entre uno y tres focos sean defectuosos.
¢} dos focos 0 menos sean defectuosos.

2.39 Después de un estudio realizado por una institucion
bancaria, se determind que existe una probabilidad de 40%
de que los clientes que cuentan con tarjeta de credito pa-
guen antes de su fecha de corte. Para revisar la vigencia de
esta condicion, el gerente de credito selecciona cinco cuen-
tas, con el fin de conocer: jeual esla probabilidad de que se
presenten cargos por interesesen 0, 1, 2, 3, 4 y 5 cuentas?
Con base en ese objetive desanrolla la curva de distribucion
discreta correspendiente.

2.40 En |a inspeccion de hojalata producida por un proce-
so electrolitico continuo, se identifican 0.2 imperfecciones
en promedio por minuto. Determina las probabilidades de
identificar:

a) Una imperfeccion en tres minutos.
b) Dos o menos imperfecciones en cinco minutos.
) Una imperfeccion o menos en 15 minutos.

2.41 De acuerdo con el planteamiento del problema 2.35,
resuelve este por aproximacion de Poissen a la binemial.

2.42 Considerando el planteamiento del problema 2.37, re-
suelve por aproximacion de Poisson a la binomial.

2.43 De acuerdo con |a informacion expussta en el proble-
ma 2.34, acerca del examen de manejo, se sabe que los
examinadores aplican el examen a 2.5 candidatos por hora
en promedio. Si la jornada de trabajo de cada empleado
es de 8 horas, jcual es la probabilidad de que durante una
jornada de trabajo se examinen 20, 21, 22, 23, 24, 25 can-
didatos?
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2.44 Una empresa dedicada a la fabricacion de placas
para pisos de madera, encontro que después del pro-
ceso de bamizado existe 0.2% de probabilidad de hallar
un defecto por cada metro cuadrado, extension donde
el limite de imperfecciones maximo es de tres por metro
cuadrado. Ante esta situacion, la gerencia de control de
calidad desea conocer lo siguiente:

a) La probabilidad de encontrar 3 defectos por metro
cuadrado.

b) La probabilidad de encontrar no mas de 3 defectos
por metro cuadrado.

c) La probabilidad de encontrar mas de 2 defectos por
metro cuadrado.

2.45 La probabilidad de acertar a un blanco en movimiento

con una nueva metralleta montada en un auto blindado ma-

niobrando sobre terreno escabroso es de 0.004% en cada

disparo. Si se realizan 3000 disparos y se considera un ana-

lisis por distribucion binomial, jcual es la probabilidad de

acertar al menos cuatro disparos?

2.46 La probabilidad de que un individuo sufra una reaccion

negativa como consecuencia de la aplicacion de un suero

es de 0.001%. A ultimas fechas, el suero ha sido aplicado

a 2000 personas. Determinar mediante la distribucion de

Bernoulli lo siguiente:

a) La probabilidad de que se presente la reaccion exacta-
mente en tres personas.

b) La probabilidad de que se presente la reaccion en al me-
nos tres personas.

c) La probabilidad de que se presente la reaccion en mas de
tres personas.

2.47 Con el objetivo de solucionar en la medida de lo po-
sible el problema de obesidad entre los estudiantes de una
preparatoria, la direccion de servicios medicos del plantel

2 Problemas para resolver

encontro que la media de los pesos de 500 estudiantes fue

de 68.5 kilogramos, considerando una tolerancia de 7 kilo-

gramos. La direccion de servicios médicos desea conocer lo

siguiente:

a) La probabilidad de que los estudiantes tengan un peso
entre 54.5 y 70.0 kilogramos.

b) La probabilidad de hallar estudiantes que tengan un peso
por arriba de los 84 kilogramos.

c) La probabilidad de hallar estudiantes que pesen menos
de 58 kilogramos.

d) La probabilidad de ubicar estudiantes que pesen entre
54.5 y 58 kilogramos, ya que es el rango que corresponde
a su edad y desarrollo fisico.

2.48 Un proyecto de ingenieria tiene un presupuesto pro-
medio mensual de B300 dolares, con una variacion de 764
délares. De acuerdo con estos datos, establecer cual es la

probabilidad de que el presupuesto...

a) Se encuentre entre B 300 dolares, mas-menos 780 dolares.
b) Se encuentre entre 2000 y 11000 dolares.

c) Sea menor a 6873 dolares.

2.49 De acuerdo con un estudio que contemplo la revision
de las cuentas de ahomo populares, se establecio que el
monto promedio mensual de cada cuenta es de 830 pesos,
presentando una variacion de 76.40 pesos. Determina: jcual
es la probabilidad de que el monto de una cuenta de ahorro
se ubique entre...

a) 830 pesos mas-menos B0 pesos?
b) 200 y 1100 pesos?
) sea menor a 700 pesos?

2.50 Considerando la funcion de densidad de la distri-
bucién normal, grafica en Excel p = 500 y o= 460 en
un rango entre —500 y 2500.

0 PROBLEMAS RETO

Desarrolla el espacio muestral del lanzamiento de tres dados, de tal manera que se establez-

can las siguientes probabilidades:

1 a) Que la suma de puntos sea mayor a 9.

b) Que la suma de puntos sea entre 15y 18,

c) Que la suma de puntos sea exactamente 12.

2 Considerando la funcion de densidad de la distribucion normal, realiza la tabla de areas bajo
la curva comprendida entre Z = 0y Z = 3, con una precision de 0.01 unidades.

. Problemas aplicados a la realidad

. Problemas para resolver con tecnologia
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DIRECCIONES ELECTRONICAS

Problemas resueltos de probabilidad (nivel basico)

[http://www.vitutor.com/pro/2/a_g.html]

Problemas de probabilidad resueltos y propuestos
[http://webdelprofesor.ula.ve/ciencias/jichacon/materias/discreta/probpro.pdf]
Simulador de la distribucion binomial

[http://virtual .uptc.edu.co/ova/estadistica/applets/simulacionbino/Simulacion.htm]
Portal académico CCH-distribuciones de probabilidad
[http://portalacademico.cch.unam.mx/alumno/sitiosdeinteres/matematicas/estadistica2)
Distribucién normal

[http: //es.wikipedia.org/wiki/Distribuci%C3%B3n_normal]







UNIDAD

Estadistica inferencial

Comprender la importancia de la estadistica inferencial.

Entender los conceptos de poblacién y muestra, asi como establecer la diferencia entre ellos.
Distinguir la diferencia entre muestras probabilisticas y no probabilisticas.

Entender los conceptos de estadistico y parametro, asi como la diferencia entre ellos.
Deducir las férmulas para determinacion del tamafo muestral.

Comprender el concepto de error muestral.

Comprender el concepto de error estandar.

Entender el concepto de estimador.

Distinguir la diferencia enftre un estimador sesgado y uno insesgado.

Entender el concepto de nivel de confianza.

Comprender la frascendencia del tamano muestral en relacion con el analisis inferencial.
Entender el concepto de grados de libertad.

Comprender las caracteristicas de la distribucion t de Student.

I ¢ QUE SABES?

;Cual es la trascendencia de la estadistica inferencial?

;Cual es la diferencia entre una poblacion y una muestra?

;Cual es la diferencia entre las muestras probabilisticas y no probabilisticas?
;Cual es la diferencia entre un estadistico y un parametro?

;Como se puede determinar el tamano muestral?

;Qué es el error muestral?

;Queé es el error estandar?

;Qué es un estimador?

;Cual es la diferencia entre un estimador sesgado y uno insesgado?

;Que es el nivel de confianza?

¢Qué importancia tiene el tamano muestral para el desarrollo del analisis inferencial?
;Qué son los grados de libertad?

;Cuales son las principales caracteristicas de la distribucion t de Student?

OoooooooooooAoaDon

oOooooooooDoOoOQROaDn




3 Estadistica inferencial

3.1 Introduccion

Es comin que en |a vida diaria se hable de muestras y de resultados de estudios estadisticos relativos
a opiniones sobre un tema o referentes a las caracteristicas de un producto o servicio, por lo que es
de interés exponer la teoria y los conceptos basicos que permiten estructurar los procesos de analisis
correspondientes.

? 3.2 Concepto y propdsito de la estadistica inferencial
Alerta La estadistica inferencial expone el estudio del comportamiento de un fenémenao que ocurre en una

La estadistica inferencial poblacion a traves del estudio y analisis de muestras; de manera practica, es establecer las dimensio-
expone el estudia del nes estadisticas de una poblacion (parametros) a través de las dimensiones estadisticas de las muestras
compartamiento de un {estadisticos).
fendmeno que cure en
una pablacitn a través
del estudio y analisis de
muestras.
POBLACION
{De lo particular)
POBLACION N
L]
L]
" POBLACION
{De lo general)

Figura 3.1

Las dimensiones estadisticas son las mismas en cuanto a su concepto; sin embargo, operacional y
Alerta simbolicamente se distinguen como se muestra en la tabla 3.7.

Las dimensiones
estadisticas de una
muestra se dengminan
estadisticos, mientras
que en a poblacidn se
genominan parametros.

W Concepto de poblacién

Se define poblacion como el conjunto de personas, objetos o entidades que cumplen con ciertas
caracteristicas definidas por el observador.

Una poblacion es el

Las poblaciones se pueden clasificar como:

conjunto de personas,

objetos o entidades que

cumplen o mmas_ Finitas, cuando &l numero de elementos es contabilizable y ubicable.

caracteristicas definidas ) ) } —

por el abservadar. Infin#tas, cuando el numero de elementos es tan grande que se dificulta su contabilizacion pese a

ser ubicables.

Difusas, cuando el nimero de elementos es dificilmente contabilizable debido a que la ubicacion
712 de los elementos no se puede establecer.
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B Concepto de muestra

Se define como muestra al conjunto de elementos representativo de una poblacion.

Las muestras se pueden clasificar en:

Probabilisticas, donde el proceso de seleccion de los elementos que |a estructuran se basa en las
reglas de |a probabilidad. Entre las muestras probabilisticas se pueden citar las siguientes:

Simples. Son aquellas donde los elementos de una poblacion son etiquetados numérica-
mente de manera que puedan ser seleccionados en forma aleatoria, y pueden ser con o sin
reemplazo.

Sistematicas. Son aquellas donde los elementos de la peblacion son stiquetados numerica-
mente y catalogados por intervalos, seleccionandose en forma aleatoria de cada intervalo y
repitiéndose el procedimiento hasta completar la muestra.

Estratificadas. Son aquellas donde los elementos de la poblacién se clasifican en subgrupos o
estratos de acuerdo con una caracteristica definida, procediendo a realizar un muestreo simple
de cada estrato, de manera que la muestra contenga elementos de todos los estratos.

De conglomerado. Son aguellas donde los elementos de la poblacion se catalogan en subgru-
pos de acuerdo con una caracternistica de orden general, como lo es una clasificacion por gene-
ro, colonia de residencia o lugar de nacimiento. Asi, una vez formados los conglomerados, estos
deben ser seleccionados en forma aleatoria, de manera que se elijan tantos elementos de cada
uno hasta que se complete la muestra.

. No probabilisticas, donde los elementos de una poblacién no cuentan con una probabilidad de

ser seleccionados para estructurar una muestra. Dentro de las muestras no probabilisticas se pue-
den citar las siguientes:

De conveniencia. Son aguellas donde los elementos son seleccionados por cumplir con ciertas
condiciones o caracteristicas que faciliten el analisis del fenomeno; inclusive pueden estructu-
rarse por voluntarios.

De criterio. 5on aguellas donde los elementos son seleccionades con base en un criterio o
juicio del observador.

Por cuotas. Son aquellas donde |3 poblacion se cataloga en estratos, y se procede a seleccionar
tantos elementos de cada uno hasta que se complete la muestra.

De bola de nieve. Son aquellas donde se selecciona un cierto numero de elementos a los cuales
se les solicita ofrezcan referencias sobre otros elementos de |a poblacion, y se repite el procadi-
miento hasta completar la muestra o satisfacer algun requisito en el nimero de elementos.

3.3 Estimadores

Como se ha expuesto, el proposito del analisis inferencial es determinar el valor de los parametros
de la poblacion a traves de los estadisticos de las muestras. Por consiguiente, se puede sefialar que
cuando el valor del estadistico coincide con el valor del paramstro se dice que el estadistico es un
estimador insesgado, o sea que no existe diferencia entre el valor del parametro y el estadistico; pero
cuando no coincide, y existe diferencia, se dice que el estadistico es un estimador sesgado.

De hecho, se puede sefialar que si se pudieran analizar todas las muestras, consistentes y validas,
de una poblacion, se pueden estimar sus parametros.

Para demostrar lo expuesto considérese el siguiente problema.

A partir de la poblacion,

Determina todas las muestras, consistentes y validas, de tres elementos a efecto de calcular y
comparar sus estadisticos con los parametros de la poblacién.

Problema resuelto \

P={10,17, 24, 32}

Alerta

Una muestra es el
conjunte de elementos
representativo de una
pablacion, y puede
ser probabillstica o no
probabillstica.

Alerta

Un estadistico es un
estimador insesgado
cuando no existe diferencia
con et valor del parametro
y el estadistico; y cuando
gxiste diferencia es un
estimador sesgatdo.




3 Estadistica inferencial

NSRS
Alerta

Si pudieran analizarse En primer lugar se determina el nimero de muestras, de manera que estas no se repitan (consis-
todas 1as muestras tentes), por lo que se aplica la formula de las combinaciones:
disponibles de una 41

poblacidn, se estarfa

D S
i —
analizando a Ia poblacion 314 —3)!

misma. Por lo que, desarrollando los arreglos, las muestras resultantes son las siguientes:
my=10,17, 24 my;=10,17, 32
my=10, 24, 32 my=17,32, 24

Se procede a calcular el valor de la media y varianza de cada muestra.

m »=17.00 fi; f'z = 49567
=T ECEN=TE
10 40,00 10 01315
17 0.0 17 707556
oIt 200 32 152275
= 93.00 Ko 25267
o e T2 , ;
62— EiLalx —X1)° _ 98.00 —32.66 53— 25?5‘? —8422
n 3 :
ms X3=22.00 M X4 =24.33
EErTE ]
10 1400 7 572
u 400 5] 53482
1 100.00 bl 1,108
I= 24800 i= Tile4
5 =252 -a2.6 s -2 3754

Se obtiene el valor de la media y la variacion en la poblacion.

u=2075
ENEEE

0 1155625

7 0625

y. 105625

32 126.5615

¥ 6675
2 28675 _ s
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Solucion (centinuacion)

El valor representativo de las medias muestrales es el promedio de las mismas, por lo gue se
calcula la media de medias y se compara con la media de |a peblacion.
17+19.67+22+24.33
4
= 20.75

X=p

X= =2075

Por tanto, se puede concluir que |a media de medias es igual a la media poblacional, o se3, la
media de las medias es el estimador insesgado de la media poblacional.

De igual forma se obtiene el promedio de las varianzas muestrales.

o2 _3266+84.22+ 82 b4 +37.54

5 =59.27
4

Por lo que se puede apreciar que, a diferencia de los promedios de las medias, el valor promedio
de las varianzas muestrales es diferente a la varianza poblacional.

=2

o % 5
La pregunta logica ante este resultado es: jpor que ocurre esto? Lo anterior se explica en razon
de que tanto la poblacién como las muestras como conjuntos pueden dar origen a otros tantos

subconjuntos, pero de hecho no pueden wvariar en si mismos, por lo que las varianzas deben
calcularse consideranda N—- Ty n—1.

Por tanto, se calculan las varianzas muestrales y poblacional, y se procede a comparar el valor
promedio de las varianzas muestrales con la varianza poblacional.

g? _ E::.I_,-; {_.‘Ir' —Ejz

=1

= 49.00 55 =12634 35 =124.00 57 =54.37

§§mm _49.00+126.34 1 124.00+56.32 _ 88,91

2
52 = 2t (= )

=88791
N -1 "

Por tanto se concluye que §§mm &5 un estimador insesgado de ¢2.

3.4 Distribucion de las medias muestrales

Si se pudiera contar con todas las muestras, consistentes y validas, de una poblacion, se podria cbser
var gue las medias muestrales también cuentan con una distribucion de frecuencias; esto es, se puede
observar cuantas medias se repiten.

Para demostrarlo, considérese el siguiente problema.

Problema resuelto \

A partir de |la poblacion que se expone construye la distribucion de las medias muestrales a partir
de muestras de 4 slementos:

P={3,1,2.4,3,5




3 Estadistica inferencial

Con base en el nimero de elementos de la poblacion {n = 6) se determina el nimero de muestras
de 4 elementos:

P—f3.1,2, 4,35}
&l
Cpg=———=15
654 7 216 - 4)!
Para determinar las muestras se procede a stiquetar cada uno de los elementos de |3 poblacion:

3 1 s 4 3 5
a b c d e ¥

Por lo que las muestras correspondientes son las siguientes:

X
my|la|ble|d]||3|1]|2]4] 250
ot O N D U e s ey
myla|b]| e |13 1| 2]5] 275
myla|b|d|e||3|T1|4]|3]| 275
me|al|lb|d|[f]|]|3|1]4]5]| 325
mglal|lble|[f|]|3|1]3]5] 3.00
mplale|d|le]|3|2]4]3] 3.00
mg|lalc|d|f|[3]2]4]5] 350
me|lalel|lel|tT]||3[2]3]|5]| 325
mpla|ld|el[f]]|3]|4]315] 375
my|bB|lc|d|le||1|2[4]|3]| 250
myz|blec|d| T 121415 300
mg|b|el|le|[F| |1 |2]3]5]| 275
iy B d | e | T[T 435 325
me| c|d]|e|f|]2]|4]3F[5]| 350

Donde el valor de la media de medias es: §= 3.00.
Asimismo, el valor de la media poblacional es: p. = 3.00.

Se procede a graficar las frecuencias de las medias de acuerdo con la siguiente tabla:

125
150
L5
£
325
350
£ 1
400 ]
4.5 ]

L R e
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Solucion (centinuacion)

15

3

7 Ei

Figura 3.2

Observa la localizacion de la media poblacional, la cual se ubica en el centro de la distribucién.

Para complementar lo expuesto se plantea resolver el siguiente problema con base en las condicio-
nes que se exponen.

Problema resuelto \

A partir de la poblacion del problema anterior, construye la distribucion de las medias muestrales
de 5 elementos.

A partir del numerc de elementos de la peblacion (n = &) se determina el numero de muestras
de 5 elementos:

&l

T e 6
5Cs 5i(6 —5)1

Por lo gue las muestras corespondientes son las siguientes:

X
mila | ble|ld|lel|l3]1[2]|4)3| 280
myla|ble|d|f|3]|71[Z|4]|5| 300
myla|blele | f]l311]2]3]5| 280
my| a|bld|e|T|3]|1]|4]|3]|5| 320
mela|el|ldle|f|312 43|15 340
my b eldle|f|1]2Z]43]|5] 300

Donde el valor de la' media de medias es: ¥ = 3.00.
Asimismo, el valor de |a media poblacional es: p = 3.00.

Se procede a graficar [as frecuencias de las medias de acuerdo con |a siguiente tabla:

ﬂ Alerta

Las medias muestrales
tienden a distribuirse
normalmente, donde la
tipificacion de la curva
depende del namero de
muestras en razin de su
tamano.
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Alerta

La diferencia entra el
estadistico y el pardmetro
de la media se denomina
eror muestral de la media.

Solucion (continuacion)

140 1
280 1
300 2
3.20 1
340 1

25

2

155

. N

o T T I T T T 1
2100 220 240 2860 280 p=300 3320 340 3.60 380 400

Figura 3.3

En la figura se observa la localizacién de la media poblacional, 1a cual se ubica en el centro de la dis-
tribucion.

Por obvias razones |a distribucion de las medias dependera de |a estructura y el nimero de muestras a
considerar, ya que si se cambia el numero de elementos que estructuran la muestra, tambien cambiara
la forma de la distribucion, pero el valor de |la media no cambiara.

B El error muestral

El concepto expone que puede existir diferencia entre la media muestral (estadistica) y la media pobla-
cional (parametro) debido a que por ciertas circunstancias no es posible tener acceso a los elementos
de |a poblacion; en otras palabras, existe una deficiencia en la estructuracion de la muestra que genera
una diferencia entre el estadistico y el paramstro de la media, donde a |a diferencia se le denomina
error muestral de la media, el cual matematicamente queda expresado como:

2
o ¢ N-=a _ o [N-—n
X \Jn "N-1 n TYN-1

5in embargo, para fines practicos, si el tamano de la poblacion N se considera demasiado grande o
infinito, el error muestral se puede definir como:

o
X \"'E

- =
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Para ejemplificar lo anterior, se calculan los errores muestrales de los problemas propuestos en la sec-
cion 3.3.

Problema resuelto \

Considerando los calculos de la distribucion de las medias muestrales de la poblacion:
P={.,1,2435

Para tamafios muestrales n = 4 y n = 5, calcula los valores de los errores muestrales para cada
caso.

a) Para el caso de n = 4 se tiene lo siguiente:

N==4 n=41 o= 1.2909

&

o N—-n 12909 b=
o / _ _ ’ - 0.4082
X" CAN=T & 61

B) Para el caso de n = 5 se tiene lo siguients:
N=6 =

5
2
o [Non 12909 [6-5
_ 9 [N-n_ : / - 0.2582
X AN=T T B 6=

La diferencia entre los valores de los errores muestrales se puede explicar de manera grafica, ya que
en las graficas de las distribuciones de las medias se aprecia que cuando n = 4 la curva tiene mayor
amplitud, condicion que no se observa en la curva cuando n= 5.

o= 1.2909

M Calculo de probabilidades de ocurrencia sobre las medias muestrales

Pese a que la distribucion de medias muestrales es una variable discreta, se puede observar que su
grafica corresponde a una vanable aleatoria continua pudiendose estimar |a probabilidad de seleccio-
nar una musstra con una media muestral con valor ¥ cualquiera, por lo gue la formula de la z se ajusta
como sigue:

X—p.
r=

X

De manera que se pueden determinar las probabilidades utilizando las tablas de areas bajo la curva
normal. Para ejemplificar se muestra el siguiente problema.

Problema resuelto \

Considerando los parametros y estadisticos resultantes de la distribucion de medias cuando
n =4, jcual es la probabilidad de seleccionar una muestra con una media entre 3.0 y 3.47

Los datos necesarios para el caleulo son:
p=3 % =0.4082 X=34
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Solucion (continuacion)}

por tanto,

X-p| |34-3
———+= ~0.98
a5 ‘ammz

Para Plz=0.98) = 0.3365 = 33.65%

35 /
3
La distribucién normal de
las medias muestrales /
permite calcular la 25
probabilidad de ocarrencia /
e una muesira con una 3

media que tenga un valor
determinado
5

225 '250 275 375 4.00 ' 4.25

Figura 3.4

3.5 Distribucion muestral de las proporciones

De manera similar a la distribucion de las medias, puede resultar de interes establecer |a relacion de
la proporcion en gue ciertos elementos de una poblacion cumplan con ciertas condiciones y la dis-
tribucion de esta proporcion dentro de las muestras; en otras palabras, la distribucion muestral de |3
proporcion refiere al conjunto de proparciones de todas las muestras del mismo tamafio, consistentes
y validas, de una poblacion.

Por tanto se puede establecer que |a proporcion promedio se puede determinar coma:
M
|[__'): )"l—'l &
Nm
Donde:
P, = Promedio muestral de las proporciones.
pi, = Proporcion de la muestra i{(i=1, 2, 3,... Nm)

Nm = Numero de muestras.

Asimismo, el error estandar (y_) de las proporciones queda definido como:
=

_[P@ N=-n

o P
P\ on TN=1
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Donde:
P =Valor de la proporcion dentra de |a poblacion.
Q = Valor de la proporcion de que no cumpla dentro de |a poblacion (Q=1-P).
N = Numero de elementos de |a poblacion (tamafio de |a poblacion).
n = Nimero de elementos de la muestra (tamano de la muestra).

Asimismo, de manera practica el error estandar se puede definir como:

, [N
PV n N1

En consecuencia, se puede determinar el valor de la probabilidad de que se obtenga una muestra
que cumpla con una proporcion determinada (p) aplicando |a curva de distribucion nermal, donde la
formula de conversion a unidades estandarizadas se ajusta como sigue:

Para mostrar lo antes expuesto se plantea el siguiente problema.

Problema resuelto \\

Una oficina de seguridad y vialidad realiza un estudio sobre el nilmero de conductores multados
por infracciones al reglamento de transito considerando |a siguiente poblacion:

A
B
C
D

= = . m

Los responsables del estudio estan interesados en realizar un estudio sobre la distribucion de la
proporcion de conductores multados considerando muestras de 5 conductores sobre la poblacion.

Sohicion

Se observa que |a proporcion de conductores miiltados en la poblacian es de 50% (P = 50%).
Donde las proporcicnes dentro de las muestras de 5 elementos son las que se expresan y siendo
la proporcion promedio la siguiente:

P = 50% Q=1-P=50%

Donde el valer del error muestral es:

PQ N-n 0.5:05 6-5
o= — . = : =0.1
B n N-1 5 6-1
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Solucion (continuacion)

m, a E 1 q | B my a b [ <
my b B f q h 02 My a b €
my € £ f q h 0.2 My a b L
my d 2 ] g h 12 my 3 b L
my a b g F g i my a b €
my b e E k04 My a b 3
iy a b f q h 04 My 3 C d
my a C e F [ o4 My a C d
Ty a C g F h 04 My 3 4 d
my 2 c f q B 04 my a C d
iy i e F q 04 My a C d
my a d e F k04 My F C d
my a L] 1 q h 04 my, b C d
My b C £ F ] 04 My b C d
My, b C e F h 04 Mhy b C d
My b d ] g h 4 My b C d
my b d (3 F g i my b C d
iy b d 2 E h 04 my b C d
My b d f q B 04 My 3 b L
My C d e F [ o4 Mg a b

My d e F h 04 My a b L
my € d f q 04 My a b C

Donde el valor del error muestral es:
[
- (PO = (0505 6-5 -

lm R B e

For tanto, la distribucion de las proporciones muestrales es la siguiente:

B OB B B OMa =k = P M M m =h =y M W Ma =k =% B m m

I~ N R - R — e Y . B — ¥ - ML R e — i T G R - R T — - SR . B -

(113
06
05
b
Oa
(13
13
(i}:3
3
13
(F3
0
(113
06
il3
b
Oa
(13
0z
03
0y
03

.q,_..____._______._____.‘__>

20%

#
g
2

Figura 3.5

80%
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Al igual que en la distribucion de las medias muestrales, es posible determinar la probabilidad de que
se pueda obtener una muestra con una proporcion determinada, tal como se ejemplifica a continuacion.

Problema resuelto \

Con base en los estadisticas y parametros del problema anterior, jcual es |a probabilidad de
seleccionar una muestra al azar con un proporcion de conductores multados entre 50% y 70%7

Considerande gue:

P =50% or=10 p=70%
B
entonces:
0.7-05
== = 2
‘ ‘ a1
Por lo que:

Plz=2)=04772=47.72%

Figura 3.6

3.6 Intervalos de confianza

Se puede sefialar que es posible determinar los parametros de la poblacion siempre y cuando se co-
nozcan todas las muestras representativas de |a poblacion; o sea que se estania trabajando con la po-
blacion misma. Sin embargo, en |a practica en muy pocas ocasiones es posible tener acceso a todas las
muestras posibles de la poblacion, por lo que las muestras presentaran ciertas limitaciones de diversos
ordenes, por lo que se reconoce que existe error muestral.

Por lo anterior, no es posible conocer el valor de! parametro de manera sesgada; sin embargo,
reconociende que las medias muestrales se distribuyen normalmente, es posible determinar un rango
dentro del cual se ubique el valor del mismo bajo ciertos niveles de probabilidad de ocurrencia, los
cuales son mejor conocidos comao niveles de confianza.

Los niveles de confianza se encuentran definidos en razon de la media y |la desviacian estandar.

En la siguiente grafica se muestran los intervalos de confianza, asi como las areas baje la curva (las
probabilidades) que cada uno cubre.

Al igual que en la
distribucion de las medias
muestrales, es posible
determinar I probabilidad
e que se pueda obtenar
una muestra con una
proporcion determinada.

La distribucitn normal de
las medias moestrales
facilita determinar un rango
dentro del cual se puede
ubicar &l valor de la media
poblacional bajo niveles de
probabilidad de ocurrencia,
los cuales son mejor
conocidos como niveles de
confianza.
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Figura 3.7

De manera practica se puede sefialar gue bajo unidades estandarizadas se cbserva lo siguiente:

+1 Cuando Z= Elintervalo de confianza es de 68.27%
+2 Cuando Z = Elintervalo de confianza es de 95.45%
+3 Cuando Z = Elintervalo de confianza es de 99.73%

De manera complementaria los valores de Z para los diferentes niveles de confianza mas comunes son
los siguientes:

50.00% 06745
£8.10% 10000
90.00% 16545
95.00% 19600
95.45% 20000
0,00% 25800
.713% 3.0000

B Estimacion del intervalo de confianza para la media poblacional

Considerando el valor de una media muestral, asi como el valor del error muestral, es posible determi-
nar los valores de los limites del intervalo de confianza donde:

El valor del limite inferior esta determinado como: X -z o,
El valor del limite superior esta determinado como: X+z oy .

Para ejemplificar, considérase el siguiente problema.
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Problema resuelto \

Un estudio sobre la obesidad juvenil considero tomar el peso a una muestra de 80 estudiantes,
donde el peso promedio fue de 66 kilos, estimande una desviacion estandar de la poblacion
estudiantil de 3 kilos.

Los responsables del estudio estan interesados en conocer los limites de confianza de la
media poblacional considerando niveles de confianza de 68.27%, 95.45% y 99.73%.

Solucion

Los datos basicos para el calculo son:
X ==4&4 oc—3 n==50

Por lo que se proceds a calcular el error muestral:

@ 3
=T - % 03354
%~ In JB0

Portanto, los valores de los limites de los intervalos de confianza son los siquientes:

Hivel de confiania t,, )
(MO} Xtz i
BETH 1.0000
B5.45% 2.0000
09.73% 3.0000

Sin embargo, cuando no es posible conocer o estimar el valor de |a desviacion estandar poblacional,
los limites de confianza se pueden determinar calculande el error muestral considerando la desviacion
estandar muestral, por tanto:

5
5. =—
* Jn
Considerando que

2 [37, (x; - X)2

I e 1=1 1A

\{ n—1

Por tanto:
El valor del limite inferior estd determinado como: X — z SE“

El valor del limite superior esta determinado como: Xtz SI.

Sin embargo, debe sefalarse que S_es buen estimador de ¢ siempre y cuando el valor de n sea gran-
de, ya que el tamafio muestral permite que 5 se aproxime al valor de «r, pero n debe ser mayor que 30.

B Estimacion del intervalo de confianza para la proporcion poblacional con base
en la proporcién muestral

El intervalo de confianza para |a proporcion de la poblacion queda definido comao:
El valor del limite inferior esta determinado como: p_ » -
El valor del limite superior esta determinado como: P4 7 .

Recordando que el error estandar esta definido como: o_ = P9,
g n

m Alerta

Cuando no se conoce

la desviacion estandar
pablacional es posible
gstimar los valares del
intervalo de confianza
utilizando el estimador
e |a desviacldn estandar
muestral.




m Alerta

Cuando no se puede
estimar o determinar gl
valor del error estandar

poblacional, se pueden
determinar los valores de
los limites de confianza del
intervalo considerando al
error estandar muestral.

Estadistica inferencial

Pero si de alguna forma no se puede estimar o determinar el valor del error estandar poblacional, se
pueden determinar los valores de los limites de confianza del intervalo considerando el emror estandar
muestral:

Sin embargo, debe sefialarse que SP es un buen estimador de o_ siempre y cuando el valor de n sea
grande, pero mayor que 30. '

Asimismo, debe acotarse que el valor maximo del producto (pg) se alcanza cuando ambos valen

50%.

Para ejemplificar lo anterior, consideérese &l siguiente problema.

Problema resuelto \

Los coordinadores del proceso de eleccion de los representantes estudiantiles de una facultad
tienen registradas tres planillas: "Evolucion®™, "Pro alumno” y "Mujeres en accicn”. Se sabe que
de una muestra de 160 alumnos registrados en la facultad, 56 tienen la intencion de votar por
“Mujeres en accion”.

£ Cuales son los limites de confianza al 95% del porcentaje total de los alumnos de la facultad
que votaran por la planilla en cuestion?

Se determina la proporcion de la muestra:

p=py = 035=35%

entoncesg=1—-p=1-035= 0.65

Por lo que, calculando el error estandar:

ipq ’(0-35}(0-65}
= [ fre————— e i [} 3
Sp = 160 0.03771

Si el nivel de confianza es de 95% entonces £ = *=1.94, porlo que:

Nivel de anfianza Limite inferior Limite superior
(NC) p-z (p+zS,
1 51% 4239%

95.00% 19600

3.7 Determinacion del tamafo muestral
para estimar una media poblacional

Considerando que la distribucion de las medias muestrales corresponde a una distribucion nomal, se
puede sefialar que el error muestral (E) refiere la diferencia entre una media muestral { X ) y la media
poblacional (u); por tanto, si se considera a partir de la media el error muestral define un intervalo de
confianza:
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Figura 3.8

Por tanto:

e=X-p=zo;

Se obtiene que el intervalo de confianza queda definido como:

a
E-zcr‘;‘-z-——

Jn

s s sz mpibn & P
vn Alerta

Por lo que, despejando n, se cbtiene la formula para determinar el tamafio muestral: El tamano muestral para
media poblacidn depende

Eag it del nivel de confianza
Jn que se defina, siempre y
i cuando las demas variables
Jn = 3 permanezcan constantes.
. 0—

ey

En la formula anterior, si aplica, se puede estimar el valor de «r, asi como el valor del error. Es importan-

te indicar que el tamafio de la muestra también dependera del nivel de confianza con el que se desee
desarrollar la propuesta.

Considerese el siguiente problema.

Problema resuelto \

Una tienda departamental considera realizar un estudio sobre el monto de ventas durante un
periodo de crisis economica. Para ello desea determinar el tamario de |la muestra de las notas de
ventas mas conveniente si se estima una desviacion estandar de $255, un margen de error de 350
y niveles de confianza de 95% y 99%.

5i el nivel de confianza es de 95% entonces Z = 1.95, por tanto:

o= $255 E=%50

n_{z. : ﬁ]z ) (u.%} (6255)

2;-
E $50 ] = 09992 = 100 notas
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3.8 Determinacion del tamano muestral
para estimar la proporcion poblacional

De manera similar a lo expuesto en |a seccion anterior, también se puede determinar el tamafio de la

muestra para proporciones partiendo de premisas similares como se expone a continuacion. Se consi-
dera la siguiente grafica.

=k +E
| | /T\ /’_|\A | |
} T I} 1 T T
P+Zo
P-Zop B o
Figura 3.9
Por tanto:
E=p-P=ar,

Se obtiene que el intervalo de confianza queda definido coma:

FQ
n

E=Z(FP=Z

P Q

n

P E= Pxzo

=P+ z

o

For lo que despejando n se obtiene la formula para determinar el tamanio muestral:

n
g2 zzP—Q
i
_zz-P-Q
fn= 2

Debiéndose considerar que el tamafio muestral dependera en mucho del nivel de confianza propues-
to, asi como del producto (P - () debido, tal como se explico anteriormenis, a que el valor maximo del
producto maximo se logra cuando P = Q = 50%.

Para ejemplificar, considérese el siguiente problema.

? Problema resuelto \
Alerta

El tamano muestral por El estudio de mercado para el lanzamiento de un nuevo modelo de tableta estima que 35% del
proporciones depende del publico af_Tcionadc: a la tecnologia Es'taria dispges‘to a compraria._F‘ara consolidar el estudio se
nivel de confianza y de los desea estimar el tamafio muestral mas conveniente para el estudio de preferencia de compra,
valores de Py @ por lo que se proponen niveles de confianza de 68%, 95% y 99%, asi como un error de 5%.
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Si P=35% entonces Q= 1 - P = 65%, por tanto:

]
— =

&% 10000 9L00= 9100
%% 19600 34959~ 350,00
99% 25800 60573 ~606.00

Cabe sefialar que entre mas grande sea la muestra el error estandar se reduce.

3.9 Grados de libertad P
Los grados de libertad pueden definirse como el numero de elementos que pueden variar en su valor Alerta

dentro de una coleccion. i
Los grados de libertad
Supongase que se cuenta con tres variables: K, Ly M. 5i se dispone que el valorde Kes 10, pero  rgfieren el nimer de

depende de los valores enteros que pueden tomar Ly M, entonces los valores que pueden tomar son  glementos que pueden
los siguientes: variar en su valor dentro de

K=10peroK=L+M una coleccitn.

O sea, de 3 variables pueden "variar 2"; entonces hay 2 grados de libertad.

3.10 Intervalos de confianza para muestras pequenas

Se considera como muestra pequefia aquella cuyo numero de elementos es menor que 30.

Se ha determinado que la falta de elementos genera que el error muestral se incremente y por
tanto la distribucion de probabilidad no se ajuste a la nermal. Por lo que, para compensar lo anterior,
se utiliza la curva de distribucion denominada t de Student, la cual es similar a la curva normal, pero un
poco mas robusta, y cuenta con las siguientes caracteristicas:

* El valor del area bajo la curva es 1.

* Es zimétrica con respecto a la media, pero es mas extendida y chata en el centro en comparacion
con la curva de distribucion normal.

* Al ser t una distribucion mas extendida, los valores de |os limites de los intervalos de confianza son
mayores en comparacion con sus similares en la distribucion normal.

* No hay una distribucion dnica, sino un grupo de distribuciones, considerando que todas tienen
como media 0 (cero), pero la desviacion estandar dependera del tamafic de |la muestra.

La grafica de la curva de distribucion t es |a siguiente:

Figura 3.10
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Una de las principales premisas es que se desconoce el valor de la desviacion estandar poblacional,
por lo gue se deben tensr come referentes los estadisticos de la muestra. En consecuencia, al igual
que en la curva normal, para determinar el valor de las unidades de t se utiliza la formula:

donde

I.—_
(T :}f:'_'[_."lif
‘J n-—1

Con base en el resultado obtenido de t se debera considerar el nivel del intervalo de confianza.

Asimismo, para la determinacion de los valores de los limites del intervalo de confianza para la
estimacion de la media poblacional con desviacion estandar (v) desconocida se aplica:

KHy

Se

Donde el valor de t depende del nivel de confianza propuesto y los grados de libertad, definidos
como:

gl=n-1
El nivel de confianza determina el area bajo la curva donde se puede ubicar el valor de la media pobla-

cional, mientras que las areas fuera de los limites del intervalo se denominan areas de error (al error se
le identifica con w). Para ubicar el valor de t se utilizan las tablas de distribucion t, pudiendo ser de una

cola (derecha o izguierda) o de dos colas. Por lo comuin se utiliza la tabla de distribucion de dos colas,

o
de manera que el error queda definido por .

2

Intervalo de confianza
Figura 3.11

La definicion del nivel de confianza se puede establecer de manera directa, por ejemplo 95%, pero
también se puede definir el mismo tan solo senalando el valor del error, 0 sea que un valorde == 1%
indica un intervalo de confianza de 99%.

Para ejemplificar lo anterior, revisese el siguiente problema.

Problema resuelto \

Una obra de construccion cuenta con un laboratorio de campo para realizar pruebas para la
medicion de la resistencia de cilindros de concreto. De un concreto disefiado para 250 kg/cm?
se cuenta con una muestra de 10 cilindros cuyas resistencias se muestran en la siguiente tabla.
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Problema resuelto (continuacion)
51 253 54 250 53
7 50 3 251 53

Se desea estimar el valor de los limites de confianza de |a media poblacional considerando un
eror de 5%.

Solucion

Con base en los datos, el valor de la media y la desviacion estandar muestrales son:

X = 25200
- —
S;iwq_m;@z
n—

gl=n-1=10-1=9

Grados de libertad:

Para a = 5% {nivel de confianza de 95%) y g/ = 10, el valor de t en dos colas es de 2262, porlo
gue los valores de los limites del intervalo de confianza son:

Limite inferior: ¥ —t-5. - 252 - (2.262 ﬂ% = 75059
1.4142

Limite superior: X 4 ti = 2587 — (2.262) :
T 0

= 25301

|!| Alerta

Cuando el tamano de una
muastra es de 30 o mas
plementos, se considera
que se puede distribuir
con apega a la normal Se
considera coma muestra
pequena aquella cuyo
numero de elementos

&5 menor que 30y su
anlisis debe apegarse a la
distribucidn t de Student.




3.1 Con base en el conjunto:
U=1{18, 39,66, 79, 90}
determina las muestras de 3 elementos.
3.2 Con base en los resultados del problema anterior com-

prueba:

i ~2
X=p¥ao

ad
-5
3.3 Con base en el conjunto:

U={13, 21,34, 45, 6&}

Determina las muestras consistentas y validas de 4 elemen-
tos.

3.4 Con base en los resultados del problema anterior com-
prueba:
— Al ad
X=p¥or =S
3.5 Cen base en el conjunto:
U=113,24, 37,56,78, 98}
determina muestras de 5 elementos.

3.6 Con base en los resultados del problema anterior com-

prueba;

—: Ap a2

X=p¥o =5

3.7 Considerando el planteamiento del problema 3.5, de-
termina muestras de 4 elementos y comprueba.

3.8 Con base en los resultados del problema anterior com-
prueba.

= g ad

X"#YI:T =5

3.9 Considerando el conjunto:
P=1{200, 212, 234, 248, 294}

determina las muestras, consistentes y validas, de 3 elemen-
tos.

3.10 Con base en los resultados del problema anterior com-

prueba.

3.11 Considerando el conjunito:
Q={10,26, 84, 171, 192, 227, 258}

determina las muestras, consistentes y validas, de 5 elemen-
tos.

3.12 Con base en los resultados del problema anterior com-

prueba:

= PN . ¥ ]
X=pYo =5
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3.13 Con base en los dates del problema 3.11 determina
musestras de 3 elementos y comprueba que:

: -2 =2
X=p¥o =5

3.14 Una fabrica de focos para el hogar esta disefiando
un foco de 60 watts con componentes de bajo costo.
Las pruebas iniciales de ajuste de la vida 4til se desarro-
llaron con una poblacion de prototipos de 6 focos cuyas
horas de servicio fueron las siguientes:

m a b C d 2 f
E3 v u 53 8 LY 16

El jefe de proyecto te asigna el desarrollo del analisis
estadistico considerande muestras de 4 elementos a
efecto de determinar la media y la desviacion estandar
poblacional, asi como la comprobacion de estas por es-
timadores insesgados.

3.15 Un despacho juridico cuenta con 4 secretarias (2 por
turno matutino o vespertino rolando turnos), las cuales lle-
nan un mismao formato para el control de documentos del
despacho, y gue comsten el siguiente nimero de erores.

S L || e
| | il | |

Si se seleccionan muestras de dos secretarias a partir de la
poblacion de 4 secretarias, determina y comprueba los para-
metros poblacionales (media y desviacion estandar) a traves
de los estimadaores insesgados de las muestras.

3.16 Una fabrica de rodamientos produce baleros de 2
pulgadas de diametro. El departamento de control de-
calidad desea determinar el tamafio de la muestra
de analisis al 90% de confianza, considerande una des-
viacion estandar poblacional estimada de 0.04 pulga-
das y un error de .06 pulgadas.

3.17 Una institucion bancara desarrolla un proceso de au-
ditoria scbre los cortes de caja de sus diferentes sucursa-
les. 5i los responsables saben que la desviacion estandar es
de $120 y un eror de $50, jcual debs ser el tamario de la
rauestra si considera un nivel de confianza de 99%7

3.18 Un proceso de remodelacion urbana afecta |a hora
de ingreso de los empleados de una empresa. Bl de-
partamento de Recursos Humanos desea realizar un
estudio para determinar si se incrementa de manera
temporal el tiempo de tolerancia que es de 15 minutos.
Se requiere determinar el tamafio de |a muestra de los
registros del tiempo de ingreso al 95% de confianza,
considerando un error de B minutos.

ejecutivos de cuenta se conecten al sistema 5 minutos

H 3.19 Una institucion bancaria tiene por politica que los
antes o despues de |a hora de apertura de las sucursales,

m Problemas para resolver con tecnologla



que es a las 8:30 a.m. Los responsables de |a evaluacion
de calidad en el servicio (SERVOUAL) desean determi-
nar el tamafo de la muestra al 95% y 99% de confianza
de los registros de conexion al sistema, considerando
que la desviacion estandar es de 2 minutos 40 segun-
dos y un ermer de 1 minuto 15 segundos.

3.20 Una aerolinea regional desea realizar un estudio
sobre el nimero de pasajeros en lista de espera por
B mes. Se sabe que el nimero de pasajeros en la lista fluc-
tua en mas o menos 5 por vuelo. Se desea estructurar

una muestra sobre las listas de espera al 99% de con-
fianza, considerando un margen de 2 pasajeros.

3.21 Un estudio sobre pacientes diabéticos demuestra
que requieren aplicarse después de los alimentos mas
o menos 4 unidades de una nuava insulina. 5i se consi-
dera un error de 1.5 unidades, se desea determinar &l
tamano de la muestra de pacientes para desamollar
el estudio sobre 2l nuevo farmace a un nivel de confian-
za de 90%.

3.22 Con base en los datos del problema anterior, se
considera oportuno desarrollar una investigacion con
una muestra al 9% de confianza.

3.23 |3 evaluacion sobre el indice de reprobacion de una
materia universitaria indica gue 45% de los alumnos reprue-
ba. 5e requiere conformar una muestra de los alumnos con-
siderando 5% de ermor y un nivel de confianza de 95.45%
con el proposito de desarrollar fas medidas que permitan
reducir el indice de reprobacion.

3.24 Una importante cadena de supermercados sabe
que en 25% de las operaciones los cajeros no cuen-
tan con el dinero fraccionario para dar el cambio a los
clientes. Los responsables de |a tesoreria de la cadena
desean establecer un estudio inferencial sobre esta si-
tuacion, estructurando una muestra al 99% de confianza
y considerando un error de 10%.

3.25 Una cadena de tlapalerias sabe que en 78% de las
ventas de thinner no se ofrece el litro exacto, o sea que
se ofrece mas o menos producto. Se desea desamollar
un proceso de analisis sobre los inventarios del solven-
te, considerande muestras al 90%, 95%, 95.45%, 99% y
99.73% y con un nivel de error de 10%.

3.26 Una fabrica de acumuladores para automoviles
encuentra que la vida media de una muestra de 26 acu-
muladores es de 39 meses con una desviacion estandar
de 5 meses. 5i se consideran grados de confianza de
0%, 95% y 99%, jcuales son los valores de los limites
de confianza donde se puede encontrar la media po-
blacional?

3.27 Con base en los datos de |a muestra, procede a or
denar y determinar los limites de confianza para la media
poblacional al 25% y 99%.

142 161 150 145 130 184 176 154 149 178
112. 90 162 77 198 181 116 100 165 199

E Problemas aplicados a la realidad
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3.28 Con base en los datos del problema anterior, determi-
na los limites de los intervalos de confianza al 50% y 68%.

3.29 Con base en los datos de la muestra, procede a or

denar y determinar los limites de confianza para la media
poblacienal al 50% y 68%.

1234 1178 1340 1189 1567
1645 1934 1937 1756 1111
1023 1404 1023 987 1032

3.30 Con base en los datos del problema anterior, determi-
na los limites de |os intervalos de confianza al 95.45% y 99%.

3.31 Considerando datos de la muestra, procede a determi-
nar los limites de confianza al 50%, 68% y 90%.

169 128 140 176 161 119 164 154
140 136 154 136 148 144 175 148
136 162 130 141 123 159 151 150
146 139 160 1446 136 148 144 152
145 142 156 145 128 150 135 161

3.32 Con base en los datos del problema anterior, determi-
na los limites de los intervalos de confianza al 95%, 95.45%
¥ 99%.

3.33 A partir de la coleccion de datos, determina el valor
de los limites de los intervales de confianza al 95%, 95.45%
y 99%.

162 128 140 176 161 119 1584 154
140 136 154 136 148 144 175 148
136 162 130 141 123 159 151 150
146 139 160 146 136 148 144 152
145 142 156 145 128 150 135 161

3.34 Considerando datos de la muestra, procede a determi-
nar los limites de confianza al 50%, 68% y 90%.

3.35 Una empresa de elementos prefabricados de ma-
dera procedio a clasificar los excedentes de bastidores
de una pulgada de espesor por su longitud en centime-
tros. Donde el detalle del inventario se expone a con-
tinuacion.

25 37 47 60 74

34 38 52 &3 &8

27 38 49 &1 72

46 &4 TO 44 45

41 53 &2 &7 42

45 59 71 F2 &0

50 58 51 56 52

45 42 52 53 57
Considerando esta informacion, procede a determinar &l in-
tervalo de confianza de la media poblacional, considerando

el tamafie muestral en cuanto a la aplicacien de la distribu-
cion normal o § de Student bajo niveles de 68% y 95.45%.
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3.36 Al término de un proyecto de construccion, una
empresa de proyectos electromecanicos procede a rea-
lizar el levantamienic del inventario de los trames de
cable de 500 MCM considerando su large en pulgadas.
Los responsables del departamento de Ingenieria de
Procura (Compras) estructuran la muestra que se detalla
a continuacion.

37 38 38 64 53 59 58 49
M &6 T2 A5 42 &0 52 57
60 &3 &1 44 &7 72 56 53
25 34 27 46 41 45 50 45
65 73 39 700 54 73 71 61
47 52 4% 70 62 V1 51 52

Considerando esta informacion, procede a determinar
el intervalo de confianza de la media poblacional, con-
siderando el tamafo muestral en cuanto a la aplicacion
de la distribucion normal o t de Student bajo niveles de
errorde 10% y 5%.

3.37 Considerando el planteamiento del problema anterior,
determina el valor de los limites del intervalo de confianza

al 999,

3.38 Un fabricante de focos desarrolla un estudio sobre
la vida (il de un foco ahorrader de 20 watts a traves de
una muestra de 15 unidades, donde las horas de semvi-
cio de cada foco son las siguientes:

520 521 511 513 510
513 522 500 521 495
496 488 500 502 512

Por lo que, en atencion a la informacion mostrada, de-
termina los intervalos de confianza sobre la media po-

blacional al 90%, 95% v 99%.

3.39 Determina los valores de los intervalos de confianza
para la media poblacional al 50% y 68% a traves de los esta-
disticos de la muestra que se expone a continuacion:

11 27 34 42
22 5 35 56
45 87 37 &F
78 73 66 98
65 90 78 95

3.40 Considerando los datos del problema anterior, deter-
mina les valores de los limites de los intervalos de confianza
cuando == 5% y = =1%.

3.41 Una empresa intemacional de control de calidad
en materales dz construccion obtiene una muestra de
10 cilindros de concreto, los cuales son ensayados a
compresion obteniendo las siguientes resistencias en
kg/em?.

GF @i 63 @4 @5 2 Gf @1 o8 @Y MW
. S % R . RS R 7 R L S T B
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m Problemas aplicados a |a realidad

Determina el intervalo de confianza de la media pobla-

cional al 20%, 95% y 99%.

3.42 El gerente de una tienda de refacciones para tornos de
control numerico desea estimar la cantidad media de ven-
ta de refacciones. Una muestra de 20 facturas {en dolares)
muestra las siguientes cantidades:

$48.16 $52.64 $51.35 $23.78 $61.83
3792 61.46 51.45 4694 43.88
49.17 46.82 50.82 58.84 54.86
42.22 43.59 52.68 41.86 61.69

5i eres nombrado asesor de operaciones del gerente, proce-
de a determinar o siguiente:

¢Cual es &l mejor intervalo de confianza para la media po-

blacional, considerando niveles de emor de 10%, 5% y 1%
en prueba t de dos colas?

3.43 Una fabrica de grasa grafitada para maquinaria envasa
la grasa en latas de 500 g. El area de control de calidad
realiza una revision sobre el proceso de envasado, para elio
considerd una muestra de 10 paquetes con los siguientes
[pes0s en gramos:

497 492 510 305 494
503 500 4927 501 498

A las gerencias de produccion y de control de calidad les
interesa determinar el estimado de la media poblacional al
90%, 95% y 99%.

3.44 Una fabrica de bastidores de madera para mue-
bles mide la resistencia a la compresion de 2 muestras de

bastidores de 3 pulg de espesor, donde las pruebas
de laboratoria armojaron los siguientes resultados en kg/cm?,

10.14 1056
1 1066
1038 1045
1065 1050
1080 1100

Como responsable del analisis de produccion, procede
a desarrollar los calculos necesarios de manera que se
determinen los intervalos de confianza al 90% para la
media poblacional de cada muestra.

3.45 Con base en el planteamiento del problema anterior,
determina el intervalo de confianza al 95% para la media
poblacional considerando |a muestra completa.

3.46 Con base en &l planteamiento del problema 3.36, pro-
cede a desarrollar los calculos necesarios de manera que se
determinen los intervalos de confianza al 99% para la media
poblacional de cada muestra.

3.47 Con base en el planteamiento del problema anterior,
determina el intervale de confianza al 90 y 95% para la me-
dia poblacional considerando la muestra completa.

m Problemas para resolver con tecnologla
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3.48 Con base en el planteamiento del problema de la fabri- 3.49 Un analisis inferencial considera una media muestral
ca de focos para el hogar, determina el intervalo de confian- de B, una desviacion estandar poblacional de 2, un tama-
za para la media poblacional al 95%. fio muestral de 44, y limites de confianza de LI = 741 y

LS = 8.59. Considerando una distribucion normal, determina:

-9
L
—

u 9 u 3 ) @ - a) El nivel de confianza del analisis.

b) El valor del error muestral.

0 PROBLEMAS RETO

El Ministerio de Finanzas sefiala que el llenado de un formato via Internet por parte de los

ciudadanos promedia 120 minutos. Sin embargo, una muestra de 40 personas expuso que

el tiempo promedio es de 80 minutos. Bajo condiciones de aproximacion a la normal, al
1 director de la oficina le interesana conocer lo siguiente:

a) ;Cual es el valor del error entre las medias?
b) Cual es el valor de la desviacion estandar poblacional al 68%, 95% y 99% de confianza?

Con base en el planteamiento del problema anterior, al director le interesa responder de
manera adicional las siguientes interrogantes:
a) Al 99% de confianza, jcual es la probabilidad de que los contribuyentes tarden mas de
2 120 minutos?
b) Al 99% de confianza, jcual es la probabilidad de que los contribuyentes tarden entre 120
y 150 minutos?
c) Al 99% de confianza, icual es la probabilidad de que tarden mas de 150 minutos?
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Analisis estadistico

de experimentos

O Entender la importancia de la aplicacion de la estadistica inferencial al analisis

de los resultados derivados de un experimento.

Comprender y distinguir los conceptos de experimento y prueba.

Comprender el concepto de tratamiento.

Distinguir la diferencia entre variable dependiente y variable independiente.

Comprender el concepto de hipotesis estadistica.

Distinguir la diferencia entre hip6tesis nula e hipotesis alternativa.

Comprender la importancia de la aplicacion de la distribucién t de Student para el analisis
de pruebas de hipotesis estadisticas.

Entender el concepto de analisis de la varianza (ANoOVA).

Comprender la aplicacion de la distribucion de la F de Fisher para el analisis de las pruebas
de hipotesis estadisticas.

o Entender el concepto de discriminantes para el analisis de diferenciacion de resultados.

I ¢ QUE SABES?

o ;Cudl es la trascendencia de la aplicacidn de la estadistica inferencial al anélisis

de los resultados derivados de un experimento?

;Cual es la diferencia entre un experimento y una prueba?

;Qué es un tratamiento?

;Cual es la diferencia entre una varliable dependiente y una independiente?

;Qué es una hipotesis estadistica?

;Cual es la diferencia entre una hipétesis nula y una hipotesis alternativa?

;Cual es la importancia de la aplicacion de la distribucion t de Student para el analisis de

pruebas de hipdtesis estadisticas?

;Queé es analisis de la varianza (anova)?

o ;En qué forma la distribucién de la F de Fisher apoya el andlisis de las pruebas de hipotesis
estadisticas?

o0 ;Qué son los discriminantes para el analisis de diferenciacion de resultados de un experimento?

oOoooooan

oo

Oooooao

o
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Alerta

Los elementos sujetos a
observacidn y medicitn
en un experimentn son las
variabies.

1

Alerta

Las variables en un
experimento, de manera
basica, se clasifican

en dependientes e
independientes.

Alerta

La estructura basica de las
hipdtasis de investigacion
cientiica s Ia hipdtesis
estocastica: “si xentonces

1

Alerta

Una hipétesis estadistica
@ipone una conjetura

o candicidn sobre un
parametro de la poblacidn,
Ia cual e comprueda o
refuta de acuerdo con el
analisis de los estadisticos
de la muestra.

i

Alerta

El analisis de |as hipotesis
estadisticas puede generar
que se cometan emares tipo
lotipo 2.
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4.1 Introduccion

En el transcurse de las investigaciones cientificas e industriales se realizan procesos planificados de
investigacion y desarrolio en los cuales se llevan a cabo experimentos. Los resultados obtenidos en los
procesos de experimentacion deben ser organizados, computados y representados mediante graficas
para proceder a su interpretacion y analisis mediante |a estadistica inferencial con el fin de comprobar,
refutar o generar conocimiantos.

4.2 Concepto de experimento

Experimento es el conjunto de actividades interrelacionadas, las cuales se realizan con el proposito de
practicar e replicar un fenomeno de manera planificada y controlada para obtener un resultado espe-
rado en razon al numero y magnitud de las vanables que lo estructuran,

De manera basica se puede sefialar que las variables son los elementos sujetos a cbservacion y
medicion durante un experimento, si consideramos que una o mas variables son manipuladas por los
investigadores para generar un resultado especifico. Por consecuencia, a las variables se les puede
clasificar en las siguientes.

a) Variables independientes. Son aquellas manipuladas a discrecion por los investigadores para
generar un resultado especifico y se les representa con la letra x.

b) Variables dependientes. Son las que muestran el resultado o fenomeno en estudio y estan repre-
sentadas por la letra y.

Lo anterior dispone que las variables independientes causan o explican a las dependientes. Este argu-
mento da origen a la estructura basica de las hipotesis de investigacion cientifica, o sea las hipotesis
estacasticas: "si x entonces y",

En resumen, durante una investigacion cientifica de orden aplicado a |a industria, los investiga-
dores manipularan las variables x buscande generar un resultado esperado referido por la variable y.

Ante lo expuesto, se puede sefialar gue en muy contadas ocasiones los resultados esperados de
un experimento se obtienen en primera instancia. Ante ello los investigadores deben realizar ajustes
durante el experimento, asi como repetirlos bajo diferentes condiciones y estructura de las vanables 3
efecto de observar el comportamiento del fenomenc en estudio. A este concepto se le conoce como
tratamiento, es decir, los investigadores pueden repetir un experimento a partir de diferentes trata-
mientos.

Asimismo, cuando se realiza (ejecuta) un tratamiento se le denomina ensayo o prueba, por lo que
un experimento puede constar de varios tratamientos y ensayos, de manera que los resultados de un
tratamiento pueden ser contrastados con los de otro u otros tratamientos a efecto de obtener con-
clusiones referentes al fendmeno en estudio, incluso comparar uno o varios tratamientos contra otro
considerado como testigo. A lo expuesto se le conoce como estudios comparativos.

4.3 Hipodtesis estadisticas

Son argumentos que exponen una condicion sobre un parametro de la poblacion, el cual esta sujsto
a verificacion mediante la evidencia cuantitativa derivada del analisis estadistico sobre una o varias
muestras.

Las hipotesis estadisticas de manera general quedan definidas como sigue:

* Hipotesis nula (Hp). Es una afirmacion sobre un parametro poblacional, el cual se trata de anular
mediante la evidencia.

* Hipotesis alternativa (Hy). Se refiere a |a negacion del argumento expuesto en la hipotesis nula,
la cual se valida en el momento que se refuta H.

5in embargo, puede llegar a suceder que existan condiciones que impidan el buen desarrolle de un
experimento, asi como el proceso de analisis estadistico que dé origen a los llamados errores estadis-
ticos, los cuales pueden ser de dos tipos.

* Tipo 1 o a. Se rechaza H; cuando es verdadera.

* Tipo 2 o B. Se acepta H, cuando es falsa.
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4.4 Aplicacion de la distribucion t de Student
en el analisis de experimentos

Debe senalarse que la realizacion de experimentos tanto académicos como industriales depende en
gran medida de la disponibilidad de recursos y el tiempo para llevarlos a cabo. Puede ocurrir que
en los experimentos se utilicen muestras pequenas o prototipos, es decir, que se cuente con un nume-
ro limitado de elementos.

Lo anterior expone que se manejen tamafios muestrales pequenios, por lo gue el analisis de expe-
rimentos se fundamenta en la distribucion t de Student.

4.5 Estudios comparativos simples

La profundidad en cuanto al analisis estadistico de un experimento depende en gran medida de su
proposito, pero en esencia se procura realizar varios tratamientos cuyos resultados se comparen a
efecto de obtener conclusiones.

I Tratamiento

Tratamiento Tratamiento
1 2 n
Figura 4.1

De manera general, los estudios comparativos simples exponen las siguientes hipotesis estadisticas:
® H, = py=pz=....= gy Mo hay diferencia entre las medias.
s Hy=py = gz # ... = gy Hay diferencia entre las medias.

El planteamiento de las hipotesis es simple de explicar, ya que en cada muestra o grupo se realiza un
tratamiento distinto, de manera que si las medias no difieren en su valor, es posible gue los tratamien-
tos no generen e efecto o resultado esperado y por consecuencia se valida |a hipotesis nula.

De manera practica, la prueba de hipotesis consiste en contrastar los resultados de los tratamien-
tos por pares de muestras. De modo que a partir de una varianza combinada,

m =157 +(ny —1)5%
M+ —2

% ik
g .

Donde
Sf = varianza de la muestra uno
S% = yarianza de la muestra dos
ny = tamafio de |a muestra uno

ny = tamafio de la muestra dos

Se determina el valor de t calculada identificada por tg,

m Alerta

En Ia teoria del analisis de
experimentos el término
grupo se utiliza como
sinGnimo de muestra.
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Donde el valor de tg se debera contrastar con una typ, tedrica o tabular definida como: tigy [% gl],
donde los grados de libertad se definen como: gl = {ny + nz) — 2. De manera grafica la typ, tabular

define los limites de las areas entre Hyy Hy.

Lo

Figura 4.2

De manera que si,

tg < tigh © tp > tiap 52 acepta Hy.

Para ejemplificar lo anteror considérese el siguiente problema.

Problema resuelto \

Una emprasa que manufactura armas crea un nuevo disefio de cartuchos para escopeta. Con el fin
de darle mayor estabilidad e impermeabilidad al cuerpo del cartucho, experimenta con dos tipos de
resinas plasticas cuyo grosor origina que el peso del cartucho varie.

Realiza un analisis comparative simple para determinar si existe diferencia en los dos tipos de cartu-
chos, dependiendo del tipo de resina del cuerpo si se considera el peso, en gramos, de seis cartuchos

paor muestra.
Resima A Resina &-1
(RA) {RAT)
ERE] 3189
3L 3L
3145 334
3180 3140
3278 1%
Considérese que x = Resina, y = Peso y que:
Ho=pr=pz

Hi=pr=yz
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Solucion (centinuacion)
Por lo gue, si seguimos el procedimiento de clculo, se determinan los valores de la media y la varianza
de cada muestra.

¥y =3237 Yz =32.18

% = 0.367 % =0.043

El valor de |3 varianza combinada es:

g2 _(m=1Sf +(n, ~ 55 _ (6-1)(0.367)+ (6 - 1(0.043)

=0.2025
m+nz -2 b+b-2
Por lo que el valor de fpes:
ty = Y2 1— Y11 . 32.3?-341'2,1?‘1 - 07651
S5, (—+— 045274 |—+—
FJM * fia \’5 * &
Ya que el valor de £
«=5% £ - 0025
Z
gl={m+ny)-2=12-2=10
tiss (ﬁ, 10) = 2.228
£
Al contrastar los valores de manera grafica:
Ha
A, A,
L= -2228 —te=2228
t,=0.7651

Figura 4.3

Los calculos exponen que el valor de 1 se ubica en el area correspendiente 2 1a hipotesis nula. Es decir,
las resinas no generan diferencias entre los pesos de los cartuchos.
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|i| Alerta

El término ANOVA es &l
acrimimo de Anadysis Over
Variance.

m Alerta

La prueba de hipétesis
por medio de ANOVA

se fundamenta en la
distribucion £ de Fisher.
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4.6 Estudios comparativos basados en pruebas de hipdtesis
sustentados en el analisis de la varianza (ANOVA)
de un factor con una muestra por grupo
Este tipo de estudios se fundamenta en el analisis de |as posibles fuentes de variacion en los resultados
de un experimento con respecto a |a media de |a variable dependiente, como son las siguientes,
a) El erroraleatorio con origen en el proceso de medician.

b) Errores en los factores controlados, por ejemplo:

Desarrollo del metodo propuesto para la experiencia.

Fallas en los equipos e instrumentos.
* Condiciones del medio ambiente.
= Condiciones del analista.

El analisis de ANOVA permite realizar estudios comparativos entre mas de dos muestras (grupos) que
han sido sometidas a diferentes tratamientos con base en establecer qué tan grande es la variacion
de los datos de una muestra con respecto a su media (variacion dentro de grupos), con respecto a la
variacion entre las medias muestrales y con respecto a la media general (variacion entre grupos).

La premisa anterior permite definir las siguientes hipotesis estadisticas:

* Ho=pyy=yz=....=y, No hay diferencia entre las medias.

* Hi=m =z =.. =, Haydiferencia entre las medias.

La prueba de hipotesis bajo ANOVA se fundamenta en la distribucion F de Fisher, |z cual es una dis-
tribucion de probabilidad continua, también conocida como distribucion F de Snedecor {por Gearge
Snedecor).

Figura 4.4

La distribucion Fde Fisher es [a mas conocida peor su aplicacion a las pruebas de hipotesis estadisticas
y el problema mas simple del analisis de varianza, y se utiliza debido a que la hipotesis propone que
las medias de multiples poblaciones son iguales si estan normalmente distribuidas y con la misma
desviacion estandar.

De manera concreta, la prueba de hipotesis propuesta consiste en contrastar el valor de una F
calculada (Fc) con respecto al valor de una F tabular o tedrica (Ft); de hecho, tal como se aprecia en la
grafica siguiente, cuando Ft < Fc se cumple Hy.

H,

Figura 4.5 Ft
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Bl procedimiento de calculo de ANOVA parte de la determinacion de valor de las variaciones. El valor
de la vanacion dentro de grupos se calcula asi:

Varpe = EmatX; - X)°
Mientras que el valor de |a variacicn entre grupos se determina por la farmula:

Ve TR I ~ TR

x|
=||

Variacién entre grupos

Figura 4.6

En consecuencia, el valor de la F calculada se determina asi:

'l.v"arEG

o N-1
P Varpg

N—-Nm
Donde

N = el numero total de datos aportados por las muestras.
Nm = el niimero de muestras.
Vargs = |a variacion entre grupos.

Varpg = la variacion dentro de grupos.

Para determinar &l valor de |a F tabular se requiere conocer el valor del error (o), asi como los grados
de libertad a efecto de ubicar el valor en |z tabla correspondients:

Ft e, (Nm — 1), (N — Nm)]
donde los valores de los grados de libertad estan definidos asi:

Nm -1 = denominados grados de libertad del numerador.

N — Nm = denominados grados de libertad del denominador.

Para ejemplificar lo anterior se presenta el siguiente problema.
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Problema resuelto \

Realiza una prueba de hipdtesis por ANOVA del experimento de las resinas pars cartuchos de escopeta
a efecto de determinar si existe diferencia en el peso de los cartuchos con base en el tipo de resina
utilizada. Considera un nivel de confianza del 95%.

Se procede a calcular las variaciones dentro de grupos y entre grupos.

Mpa =32373 Xuat=32.170
i = 12 ar |
BEEIEIEEES
230 3189 0005329 00784
3% 3210 021719 0.0049
3145 234 0851929 0.0289
3280 3240 08B 00529
301 230 0405769 0.0169
3278 19 0.165649 00324
I 1834734 07144

Die manera que

Vams = 1.8313 + 0.2144 = 20457
Vargs = 6(32.373 - 32.2716) + 6(32.17 - 32.2716)* = 0.1236

?’EFEG [}123-6
o=l 2% s
FE= Vapg ~ 20857 ~ 0%
N_-Nm 12=2

De la tabla de la distribucion F de Fisher para « = 5%:

F0.5; 1,10] =4.9650

0 Hi

Fc=0.6037 Ft=4.9650
Figura 4.7

Come Ft > Fc entonces se comprueba H,, lo que significa que no hay diferencia entre las medias, o
sea que el tipo de resina del cuerpo de los cartuchos no proveca que haya variaciones en sus pesos.
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B Limitaciones de las pruebas de hipétesis fundamentadas en ANOVA

El resultado de la prueba tan solo sefiala si existe o no diferencia, pero en caso de que se cuente con
mas de dos muestras y la prueba sefiale que hay diferencia, la prueba no discrimina cual muestra es,
por lo gue es necesario llevar a cabo otro tipo de precedimientos de calculo para diseriminar entre las
muestras.

4.7 Estudios comparativos basados en ANOVA de dos factores

Este tipo de estudios sirven para evaluar el comportamiento individual y el conjunto de dos o mas va-
riables (factores) sobre una variable dependiente cuantitativa. El analisis permite observar la incidencia
o efectos de cada variable en lo individual, asi como la interaccion entre ambas; es decir, se estudian
tres efectos. Por sefialar si se contara con el analisis de tres variables (factores), entonces los efectos
serian siete: tres individuales, tres por pares de factores y uno de interaccion entre ellos.

Para precisar considérese | caso gque se cuente con m muestras con tamafio n dispuestas de

forma matricial, donde uno de los factores en estudio, denotado por la letra a estara referido por los
renglones, mientras que el segundo factor, denominado b, estara referido por las columnas.

Factor b
>

F S

Factora Muestra Muestra # Muestra
1 2 m

Figura 4.8

De manera practica el procedimiento de calculo se expone mediante el siguiente ejemplo.

Una empresa pretende innovar en el proceso de fabricacion de uno de sus preductos, por lo que
prueba tres presentaciones diferentes del insumo principal: barra, granulado y en polvo. Ensaya cada
presentacion en las ocho maquinas que tiene. La gerencia de manufactura se interroga si existen di-
ferencias significativas en el nivel de produccion dependiendo del tipo de presentacion del insumo y
del tipo de maquina.

Tablad.l
Factor b Tipa de insuma
P
" | comew | opm |

31 30
25 29 Ex
2 % 7 b
= b1 b1j %
g 0 5 7
2 3 P
4 % P
5 25 P

Con el enfoque de ANOVA de dos factores el tamafo muestral debera entenderse por el nimero de
elementos gue se ubican bajo la relacion renglon-columna, que en el caso del ejemplo es uno, por lo
que el tamafio total de observaciones esta definido como: N = abn.

Alerta

Al ANOVA de dos factores
tamhién se le conoce como
prueha ANOVA de dos vias.
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La suma de cuadrados del
factor 2 se basa en los
ctuadrados de |as columnas,
y Ia suma de cuadrados

del factor b se basa en los
cuadrados de los renglones.

|I‘ Alerta

ANOVA para dos factores
propone dos prugbas de
hipdtesis bajo la Fda
Fisher, una para ¢ factor a
y otra para el factor b.
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For lo que para calcular el ANOVA se deben obtener las sumas de los cuadrados de los efectos de
cada factor.

a) Para el factor a (renglones).

5 32 15um_Col? _ Sum_Total”

5C
o b-n M

b) Para el factor b (columnas).

b 2 2
86, = Zili5um_Reng; t Sum_Total
an N
c) Se calcula el valor de los cuadrados totales.
a b Sum_Total®
B =% oyt SUUREY
Tat = jm ! N

d) Se calcula el valor de los cuadrados del error o simplemente el error.
SCemor =SC1g —15C, +5C,]

Con base en los parametros anteriores se estructura €l cuadro de analisis.

Suma de Promadio de los
AR S
[ 56 oy

i fa-1) —L=CM, o, Fiab_a fa
) St (4.8
= el e —

5, (S} P My o, Fiab_b Py

56 {E—T}W—T} S(r'zrﬁ:r =fM‘

it : {a=1hie-1)
1 N-1

En la tabla 4.2 llama |a atencidn la columna titulada Promedio de los cuadrados, también denominada
Cuadrados medios y regularmente se simboliza por CM.

La informacion contenida en el cuadro propone que habra dos pruebas de hipdtesis, bajo el crite-
rio expuesto antenormernte para la F de Fisher, una para determinar si el efecto del factor a genera o
no diferencias y otra para determinar si 2l efecto del factor b genera o no diferencias.

Con el proposito de mostrar de manera aplicada el procedimiento anterior, considérese el plan-
teamiento del problema propuesto comao ejemplo.

Problema resuelto \

Una empresa pretende innovar en el proceso de fabricacién de uno de sus productes, por lo que
prueba tres presentaciones diferentes del insumo principal: barra, granulado y en polvo. Ensaya cada
presentacion en las ocho maguinas de las que dispone, de manera que la gerencia de manufactura se
interroga si existen diferencias significativas en el nimero de unidades producidas dependiendeo del




Problema resuelto {continuacion)

tipo de presentacian del insumo y del tipo de maquina. Procede a realizar un anélisis de prueba de
hipatesis estadisticas por ANOVA de dos factores de una muestra con un nivel de significancia del $5%.

Grupo Editorial Patria®

Factar o Méquina

Factor & Tipo e insumo

A

| mm | Gombe | mpw
28 £l 30
% pil H
16 7 29
24 ) 2
20 15 7
2 3 28
24 5 7
25 9.1 .

Se realizan los calculos correspondientes para la determinacion de las variaciones. Los resultades
se muestran en la siguiente tabla.

24.00 7 1800 26333 79.00 6241.00
10,00 500 o0 24,000 7200 5184.00
praii} 2300 2800 M3 71.00 532900
2400 500 1700 5333 76,00 S776.00
2500 2600 1 26667 B0.00 6400.00
2437 2662 862 % {SumReng = 50971.00
195.00 11300 22900
38075.00 4535900 52447.00
 (Sum_Col = 135835.000
Por tanto,
a) Promedio de promedios
¥ = 26,540
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Solucion {continuacion)

b) Suma total y suma total al cuadrado

2 b
Sum_Total=3 E‘rji ={28431+30+...+28+29) =637
B |

2
a b :
Sum_Total” = [2 3 v,-}] = (637)" = 405769
=T j=1

c) Suma de cuadrados

g b
3 5% =(287 4317 +30% +...+ 28" +297)= 17081

=1 =1
d) Suma de cuadrados del factor a

_ X%y Sum_Colf  sum_Total? 50971 405769
» b-n N 31 837

5C =83.292

e) Suma de cuadrades del factor b

Y74 Sum_Reng? Sum_Total® 135835 405769

$C "
G an N BT 8.3

=72.333

f) Suma de cuadrados totales

A

h 2z :
S v, 2‘_5‘-“"’+mf=1ma1— A6 rragss

S5Crer = 8-3-1

I=

]
=
sl

g) Se caleula el valor del cuadrado del error o simplemente el error.

SCerror = 5C70: — [SC5 + 5CH] = 173.958 — [B3.292 + 72.333] = 18.333

Por lo gue, con |los parametros calculados se forma el cuadro de analisis.

Tabla45 Anidllck de 2 varianra

Origen de s varkadones Suma de aedrados Grades de lbertad Promedia de los cuadrados
3.9 B-1=7 M, = -E]—:E—] = 11.894
72333 B-1)=2 My = ”';33 =36.167
1831 B-1E-1=1 i, = @ =1.309
173,958 H-1=A

M, _11.898

- ~1T 008 »

Factora T RETT Fiab a=2764
_ My 36,967 o oo

Factor b o, 120 Fiab_b=1783
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Solucion (continuacion)

A efecto de comprobar los calculos antericres, se presenta la tabla de resumen de resultados de
una prueba de analisis de la varianza de dos factores con una sola muestra por grupo.

RN
cuadrados Ehertad adrados
8391 7 11898 0.0863 0000272 27641
Y 7233 1 6166 7418 1382605 37388
18333 i’} 1309
173.958 B

El analisis de los resultados, en relacion con |a prueba de hipotesis estadistica, muestra que tanto
en el factor a como en el factor b se cumplen las hipotesis Hy (hay diferencia), lo que guiers decir
que los factores generan un efecto sobre el numero de unidades producidas.

4.8 Estudios comparativos basados en ANOVA
de dos factores de varias muestras por grupo

Este tipo de estudios sirven para evaluar el comportamiento individual y en conjunto de dos factores
sobre una variable dependiente cuantitativa, pero considerando que los tratamientos pueden ser es-
tudiados a traves de varias muestras.

Tal como se expuso, el analisis permite observar la incidencia o efectos de cada variable individual,
asi como la interaccion entre ambas; es decir, se estudian tres efectos.

Para precisar considérese el caso que se cuente con m muestras con tamafio n dispuestas de
forma matricial, donde une de los factores en estudio, denotado por la letra a, estara definido por un
numero de ensayos que componen la muestra, mientras que el segundo factor, denominado b, estara
referido por las columnas.

factr b
\ T T
24,000 31.000 30.000
26000 79.000 31.000
R 3%.000 27.000 29000
= 2,000 7.000 28,000
. 0000 25,000 77000
12000 22,000 28,000
24000 25.000 277.000
v 5000 26000 29.000

|I| Alerta

EIl ANDVA para dos Tactores
se puede llevar a cabo a
través de Excel mediante
la prueba de andlisis de Ia
varianza de dos factores
£on una sola muestra por

grupo.

“ Alerta

E1 an0va de dos factores
£on varias muestras por
grupo refiere que el factor 4
cuenta con varios ensayos.
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4 Analisis estadistico de experimentos

De manera practica, el procedimiento de calculo se expone al tener come base el ejemplo del proce-
dimiento anterior y en el siguiente planteamiento: la empresa esta interesada en analizar el impacto de
la cantidad de insumo segun la presentacion en el numero de piezas producidas, asi como en saber si
de manera combinada también inciden.

Observese que se ensayan dos cantidades diferentes en las que la relacion renglon-columna cuen-
ta con un numero de cuatro ensayos, 25 decir, el tamafio muestral es de cuatro elemeantos.

De manera que el procedimiento de calculo bajo el enfoque de ANOVA de dos factores de varias
muestras requiere del calculo de las sumas de los cuadrados de los efectos de cada factor, asi como en
forma conjunta, tal como se expone a continuacion.

a) Para el factor a (renglones):

Ej15um_Reng2 - Sum_Total?
bB-n N

5C, =

b) Para el factor b {columnas):

YSum_Col?  Sum_Total?
asn N

5C), =

¢) Suma de cuadrados de ambos factores:

SAm? N 'Sum_Total 2

e S50, 450,
n

Am es el acumulado por muestra.

d) Se calcula el valor de los cuadrados totales:

b 2
2 Sum_Total
e R R T

=
—_

e) Se calcula el valor de los cuadrados del error o simplemente el error:

S5Cemar= S5Cu — [5G, + 5C, + 5C44]

Caon base en los parametros anteriorss se estructura el cuadro de analisis.

Tabila 4.9 Andtick de lavarianza

Origen de [2s variadones Sama de oradrades Grades de Mhertad Promedio de ks cradrados
A (a-1) e,
5 -1 T,
o =TT} tajfta_n =t
G W (at) %ﬁ% - o,
| e H-1
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La informacion contenida en el cuadro propone que habra tres pruebas de hipotesis, bajo el criterio
expuesto para la F de Fisher: una para determinar si el efecto del factor 3 genera o no diferencias; una
segunda para determinar si el efecto del factor b origina o no diferencias; y una tercera para determi-
nar si la interaccion de los factores genera o no diferencias.

Con =l proposito de mostrar de manera aplicada el procedimiento anterior, considérese el plan-
teamiento del problema propuesto come ejemplo.

Problema resuelto \

La empresa estd interesada en analizar el impacto de |a cantidad de insumo dependiendo de la presen-
tacion en el nimero de piezas producidas, asi como en saber si de manera combinada también inciden.

Para ello realiza un andlisis de prueba de hipétesis estadisticas por ANOVA de dos factores de una
muestra con un nivel de significancia del 95%.

Factor b
<
: S S S

28000 31.000 30000
26,000 19000 31.000

- 26000 FT 000 29.000

§ 24000 27.000 28.000
20.000 15000 27.000
200 B0 28000
24.000 25,000 27.000
25,000 26000 29,000

m Alerta

E1 anova para dos factores
de varias muestras propong
tres pruebas de hipdtesis
baja la Fde Fisher:

una primera para &l

factor & una segunda para
el factor & y una tercera
para la interaccion de los
dos factores.




4 Analisis estadistico de experimentos

Se realizan los calculos correspondientes para la determinacion de |as variaciones. Los resulftados se
fundamentan en los obtenidos del procedimiento anterior complementandolos como se muestra.

Se calculan les valores que se muestran en la siguients tabla.

I T sumae

78.000 31.000 30.000 renglones
76000 Am, 29.000 Amy 31.000 Amy
26000 104,000 27,000 114,000 29.000 118,000 336,000
24000 77000 28,000
20000 25.000 27000
72000 Amy 23.000 Ams 28,000 Amg,
24000 91.000 25.000 99,000 27.000 111.000 301.000
25,000 26000 29.000
Suma de "
columnas 195,000 712,000 229,000 7
CantldadX ¥ 26000 28,500 29.500
Cantidad¥Y X/ 12750 24750 27750
5 16541

3(Sum_ Col)? = 1952 + 2132 + 2297 = 135 835
S(Sum_Reng)® = 3367 + 301 = 203 497
E(AME = 1042 £ 1147 £ 1182 + 9P 4992 4+ 1197 = 468139

Considerese gque el factor a esta conformado por dos grupes, mientras que el factor b, por tres
grupos, por tanto:
a=2 b=3

Adicionalmente, la relacion renglon-columna expone que se compone de cuatro elementos, por
lo que =l tamafio muestral (n) es 4.

Por consiguients,
a) Suma total y suma total al cuadrado:

a .b : :
Sum_Total = & Etvi} = {28+ 31+ 30 +...+28+29) = 637
=1 f=

2

a b 5
¥ E Yr-j] =[637)° =405 769
=1 j=1

Sum _ Total® =

12
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Solucion (continuacion)

b) Suma de cuadrados del factor a:

3 Sum_Reng® _Sum_Total? 203497 L 405769 o oo
bon N 3.4 2:3:4

5C,

c) Suma de cuadrados del factor b:

s ol ‘ '
2 Sum_Col* Sum_Total _ 135835 i 405769 _ 72 333
aon N 24 2:3.4

oE -

d) Suma de cuadrados de la interaccion de factores:

SC.p =

S 2
TAm _[St.sm_r:'otai £S5+ SCb] "

. 63‘139 : [""35 759 | 510817+ ?2.333). 4333

e) Suma de cuadrados totales:

L2 ?6: =173.958

a b 2

SCroc =2 3 Y2 E&’_mfgaai_=1?(}5;1“

i=1 =1 N

f) Se calcula el valor del cuadrado del error o simplemente el error.
SCenmr =5 — 115G + 565+ SC.E]

SChior = SCi = [5G, + 5Ch , SCp]

= 173.958 —[51.0417 + 72333 + 4333] =446 275

Tabla 4.13 Andlisk de [a vardama

Origen de las variadiones Frp—— [ — Promedio de los madradss
SL.0417 G-N=2-1=1 = 0T oy oy
133 b-11=3-1=2 My 3% - 36,1666
4um {‘I“_‘:;g:::; My = “_325 — 2.1665
275 o CHe = % — 25708
173958 N-1=2%-1=3
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4 Analisis estadistico de experimentos

’I| Alerta

El ANOVA para dos factores
s puede llevar a cabo a
través de Excal mediante
la prueba de andlisis de la
varianza de dos factores
con varias muestras por

grupa.

m Alerta

Litilizar muesiras pequenas
expone que el valorde la
varianza poblacional se
considera desconocida, pery
puede ser sustituida por el
promedio de les cuadrados
del error.
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Solucion {continuacion)

Tabla 4.14

T I S >
.'E—:i'-}?.ﬂiﬂ 44139
%-14.0&31 35546
-(E":-f-'--ﬂ,l!-la? 35545

De primera instancia se interpreta gue la cantidad de material aplicado al proceso de fabricacion si
genera diferencias en el nimero de unidades producidas.

En cuanto al tipo de presentacion del insumo, se puede sefialar que éste también genera diferencias
en el nimero de unidades producidas. Sin embarge, la interaccion de los factores expone que no de-
berian generar diferencias.

Asimismo, se muestra |a tabla generada por Excel para &l analisis de la varianza de dos factores con
varias muestras por grupo a efecto de corrobarar los resultados obtenidos.

Tabla 4.15 Andlisks de b varianza

51.042 1 51.042 19.865 0.000 4414
12333 2 36167 14.076 (000 3555
433 2 2167 (IF2E] 0447 3555
46250 18 1509

173958 B

4.9 Discriminantes para pruebas de hipdtesis basadas en ANOVA

Las pruebas de hipotesis por ANOVA pueden establecerse de orden general, ya gue tan solo sefialan si se
aprueba o refuta la hipdtesis nula. Sin embargo, cuando se cuenta con mas de dos grupos y se aprueba
la hipotesis alternativa surge la interrogante: jentre qué grupos existe la diferencia? Un proceso logico
seria realizar pruebas de ANOVA por pares de grupos a efecto de determinar los grupos que difieren entre
si, pero esta alternativa de calculo puede resultar larga y tediosa, por lo que en su momento se crearon
procesos de discriminacion fundamentados en los cuadrados promedio (varianzas) y la distribucion t.

Fara propositos de los contenidos de esta obra se hara referencia a dos discriminantes: el factor
de Diferencia Minima Significativa (L5D, Least Significant Difference), asi como la prueba de rangos
multiples de Duncan.

B Discriminante LSD para prueba de hipotesis
de un factor con mas de dos grupos

El analisis por el disciminante L5D se fundamenta en el supuesto de que la desviacion estandar pobla-
cional (o) es desconocida, pero puede sustituirse por [CM,, . al considerar los resultados obtenidos a
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traves del calculo del analisis de |a varianza comespondiente, de manera que se puede complementar

M.

con la aplicacion de la distribucion t de Student considerando un factor de escala e

Se entiende que el valor del CM, corresponde al promedio de los cuadrados dentro de grupos.

De manera que cuando el analisis contempla grupos con el mismo tamafio muestral n, el valor del
discriminante LSD se determina mediante |a formula

LSD=t,
2w

Pero cuando los grupos cuentan con tamarios muestrales diferentes, el valor del discriminante se ob-
tiene al aplicar la formula

LSD =1, CM, [i+ i]
E’N_ » m o nj
Donde

& = valor del error

N — Nm = los grados de libertad del error (variacion dentro de grupos)

n; = tamaiio muestral del primer grupo

n; = tamafio muestral del segundo grupo
El criterio de discriminacion es el siguientea:
Si 1? - ?J| = L5D se concluye que existe diferencia entre las medias poblacionales p;y ;.
)

Para ejemplificar el proceso de calculo, considerese el ejemplo sobre la resina de los cartuchos de
escopeta, pero ténganse en cuenta las tres resinas.

Problema resuelto ™\

Realiza un analisis comparativo simple de ANOVA para determinar si existe diferencia en los cartuchos
dependiendo del tipo de resina del cuerpo si se considera el peso, en gramos, de seis cartuchos por
muestra. Considera un nive! de confianza del 95%.

3145 3234 3150
3180 3240 326D
Bm 3230 3166
nn ne EPED]
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4

El andlisis por LSO de un
factor se puede realizar
tanto en el sentido vertical
como en el horizontal,
dependiendo de las
necesidades de andlisis.

11a

Analisis estadistico de experimentos

La solucion se logra mediante Excel: analisis de |a varianza de un factor.

Tabia4.17 Analisks de ka varlanza de un factor

Rewumen
Gpe | s | sem
& 19424

323733 (.36
& 193.02 311700 00429
[ 193.63 g 0.1029
Anilisk de a vartanza
Suma de
uadrados
01240 7 00520 03529 07016
13636 15 0709
16876 17

36813

Donde se identifica que el valor del CM,, = 0.1709.
5

-
£ NN,
2

Por lo que el valor del discriminante es:

LsD=t, [% ~ (2131 [BUOITOF) _ 5 5ag7
;.N—Nm n &

Se realiza el proceso de diseriminacion como sigue:

=t = thags1s = 2.131
%‘Eua‘—zn 0.02515

Voa=32.3733 Vopa=32.1700 Vono= 322717

|V2s — Vraq=132:3733-32.1700/ = 0.2033 < LSD  rio hay diferencia
Fes — Vaas=132.3733- 322717 = 0.1016 < LSD  no hay diferencia

Vear ~ Yaa|=[32.1700-32.2717| =0.1017 < LSD o hay diferencia

Se concluye que los tipos de resina no ofrecen diferendia entre los grupos.

B Discriminante LSD para prueba de hipétesis de dos factores
con mas de dos grupos y varias muestras por grupo

Bajo este criterio se puede senalar que tanto un factor a puede generar diferencias entre las medias
poblacionales como fas puede generar un factor b, por lo gue se tendra que calcular un determinante

LSD para a y un discriminante para el factor b.




Grupo Editorial Patria®

De manera concreta, el procedimiento expone comparar las medias muestrales de los grupos por
pares a efecto de precisar entre qué grupos existen las diferencias.

Para el factor a el valor del discriminante se calcula mediante la formula
1 1
LSDy =t CM, | —+—
é'rabfn—ﬂlv

Mai Ny

Asimismo, para el factor b el valor del discriminante se calcula mediante la formula

Donde

o = valor del error

ab{n— 1) = grados de libertad del error {variacion dentro de grupos)
N4 © Npi = tamarno muestral del primer grupo

N0 N = tamafo muestral del segundo grupo

Se puede generar el discriminante para la interaccion de los factores:

LSy =t, CiM, l-I-l]
z,abin-ﬁ non

donde n es el nimero de observaciones en la relacion factor a—factor b.

El criterio de discriminacion para cualquiera de |os factores es el siguiente.

= | 5D se concluye gue existe diferencia entre las medias poblacionales piy p. Debe

Sily -7
¥—F
apuntarse que en el analisis de la interaccion las medias corresponden al promedio basado en los AG.

MNotese que en las formulas se consideran los tamarfios muestrales de los grupos en analisis de
manera que puedan compararse estos en caso de que el tamafio muestral no sea homogéneo.

Para ejemplificar lo anterior, considerese de nuevo el problema de los cartuchos del punto anterior
perc bajo las condiciones que se exponen.

Problema resuelto \

Realiza un analisis comparativo simple para determinar si existe diferencia en el peso de los cartuchos
dependiendo del tipo de resina del cuerpo y de pélvora. Se consideran muestras de tres elementos y
un nivel de confianza del 95%.

- 3190 10 1200
3145 134 3190
3280 3240 3240
301 230 3266
3278 1199 123

i g




4 Analisis estadistico de experimentos

La solucién se logra mediante Excel: andlisis de |a varianza de dos factores de varias muestras por
grupo.

Tabla 4.19

3230 Ampipa 31.89 Ampypat L1 Amipy.paz
a0 Ei% ] 320 31 319 3198
3145 3234 31.90

3180 Amp; ga 3240 Ampo pay 3260 Amp; gaz
3m 3286 3230 323 27 3257
3278 3199 3239

0.1808 00507 0.0100 05700
;i 3 3 !

93.5900 966000 97,6400 29200

318633 32830 325467 315467

00162 00457 00204 0098
: 6 é

1942400 1930200 193.6300

32373 321700 n27

03669 00429 0.1029

Tabla 4.71 Andiisls de [a varianza

13612 1 13612 11913 0.0003 A7472
0.1240 i 0.0620 1.1490 03495 38853
05547 1 0277 51388 00244 38853
06477 12 0.0540

118




Grupo Editorial Patria®

Solucion (continuacion)

Por tanto, el valor de los discriminantes para los dos factores es el siguiente

t -t = topas1p = 2179
S abio-y S aaxay DO

LSD, =t, CM, [+ D oears ’(0 054[:3){— + 1} -0.2387
5t Mg My 7

1m = m = [31.9967 - 32.5467| = 0.55 > LSD  existe diferencia

Asimismae, para el factor b el valor del discriminante se calcula mediante la formula

LSD, =1, —+'— —{2 179} ’ (0. 05-40} —+— =0.2923
E,eb[n—'l‘.l nb.'

¥ra=32.3733 Y= 32,1700 Ypo=32.2717
[Vra = Tra=132.3733-32.1700 = 0.2033 < LSD  no hay diferencia
[Vra - Yius|= 1323733322717 =0.1016 < LSD  no hay diferencia

[Veai — Voag = 32.1700-322717| = 0.1017 < LSD  no hay diferencia

Para el analisis LSD de la interaccion se determinan los valores de los promedios por cada conjunto de
cbservaciones (n = 3).

31.88 = 32,84

v -1063 Viss -10.95
Pi-Ra = 3 P2-RA = 3

Vrisat u%ﬂ ~10.70 Vrorat = -9-'?-355 -10.74

Ypiopas = g =10.66 Yroraz = 2 =10.86

El valor del discriminante de |a interaccion es
LSOy, =t CM, l+l ={2.179) (0.0540) 1+1 =0.4134
L A TR e S T
Al realizar el proceso de discriminacion por relacion de factores, de manera basica son los siguientes:
|¥e1-ra — Pro—gal=110.63-10.95]=032<LSD  no hay diferencia

|?p1 _RA] — TRa_ R-Ml'_' [10.66—10.74| = 0.08 < LS no hay diferencia

|?P'| ~RAZF — ?Pz_' HAZ|= lTD-'&é = 10’-86' = 0.2 e LSD no hay diferencia
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4 Analisis estadistico de experimentos

m Alerta

El andlisis por R de Duncan
aplica nicamente para
analisis de un solo factor
con muestras del mismo
tamario.

Solucion {continuacion)

Pueden llevarse a cabo otras tantas discriminaciones dependiendo de los requerimientos de andlisis
que se consideren oportunos.

La conclusitn es que los factores considerados para el experimento no generan una diferencia signi-
ficativa en el disefio del cartucho; en otras palabras, se pueden fabricar indistintamente con cualguiera
de ellos.

4.10 Metodo de discriminacion de la R de Duncan

El metodo creado en 1955 permite comparar pares de medias pcblacionales y se conoce como la
Prueba de Rangos Multiples de Duncan para analisis de un solo factor con muestras del mismo tamario.

El metodo se fundamenta en el promedio del error estandar definido por:
_ [cmE
53, [
.Y,l ‘i "

De manera que se procede a encontrar el valor de la R en las tablas de los rangos significativos de
Duncan:

Re=r, (p.T)SY,
Donde
r, = rangos significativos de Duncan
f= grados de libertad del error
P=valores (2, 3, 4,... a)

Para realizar el analisis se debe hacer lo siguiente.
Calcular el valor de 5y..

Calcular los valores de Rp(Rg, Rs,... Ra).

Ordenar las medias muestrales de menor a mayor.

il L e

Encontrar |as diferencias entre las medias empezando por la de valor mas alto contra las restantes
en orden descendente.

5. Comparar las diferencias contra los valores de Rp de manera descendente. El criterio de evalua-
cion es:

¥, —-¥;>FRp existe diferencia

Para mostrar el procedimiento expuesto considérese el problema de los cartuchos.

Problema resuelto \

La fabrica de armas experimenta con ofros tipos de resina modificados para generar estabilidad e
impermeabilidad a los cartuchos de uno de sus tipos de escopeta. Realiza un analisis comparativo
simple, basado en el metodo de la R de Duncan, para determinar si existe diferencia entre los
cartuchos dependiendo del tipo de resina del cuerpo. El nivel de confianza es de 95%.
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Problema resuelto (continuacion)

A2 Fesina A-3
(RAZ) (RAz}
32.280 327

32.400 33.450 32925
32500 321980 32340 32607 32740
31950 32340 32.200 11163 31145
32800 33.150 31.980 31643 32975

Con base en los datos se determinan |as medias de cada grupo.

Resira A-1 Redina A2 Besing A-3
(RAT} (RAZ) (EA3)
33450 33440

12400 33.087 1295
32500 32.980 12410 32e3d 32740
31050 32340 32960 32477 32,145
32800 EERL] e 33020 32975
32413 32980 32983 317192 3169

Se procede a determinar el valor del €M, por medio de la rutina de Excel de analisis de la varianza para
un solo factor

Tabla 4.24 Andllsls de k2 varlanza
Surma de Promedio de los
andradey amdrados
08918 4 072239

23204 B 1547

14417 02680 10556

an 9

Caleulamos el valor promedio del error estandar

57, = Mo _ 20,1967
i

Determinamos los valores de los rangos significativos de Duncan utilizando |as tablas
most2,15) = 3.01
raos3.15) =3.16
ro0s(8,15) = 3.25
ro0s(5.15) = 3.31
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4 Analisis estadistico de experimentos

Solucion (continuacion)
Por lo gue

Ry= rogs (2,15) Sy = (3.01)(0.1967) = 0.5961

Ra=rans (3,15) 5y = (3.18){0.1967) = 0.6216

Ry = rops(4,15) Sy = (3.25)(0.1967) = 0.6393

Rs = rogs (5.15) Sy = (3:31)(0.1967) = 0.6511

Rp =ra (p, f) S

Al ordenar las medias de menor a mayor
Yoa = 32.413
Yane = 32.696
Yras = 32.786
Yoz = 32.965
Y1 = 32.980

RA1 vs. RA: 32.980 — 32413 =0.5670 < 0.6511 () no existe diferencia
RA1 vs. RA4: 32.980 - 32.696 = 0.284 < 046393 (Ry)  no existe diferencia
RAT v.s. RA3: 32980 - 32786 =0.194 < 0.6215 (R3) no existe diferencia
RA1 wvs. RAZ: 32.980 — 32.965 = 0.015 < 0.5941 (Rz) no existe diferancia

RAZ vis. RA: 32.965—32.413 = 0.5520 < 0.46393 (Ra) no existe diferencia
RAZ vis. RA4: 32.965 — 32.496 =0.2690 < 0.6216 Rz no existe diferencia
RA2 vs. RA3: 32.965—32.786 = 0.1790 < 0.5961 {R3)  no existe diferencia

RA3 vis. RA4: 32.7%6 - 32.696 =0.1000 < 0.6214 (R3)  no existe diferencia
RAZ vis. RA: 32945 - 32413 = 0.5520 < 0.5961 (Rs) no existe diferencia

RAL vs. RA: 32,496 - 32413 = 0.2830 < 0.59561 (Ry) no existe diferencia

La conclusién es que las resinas para el cuerpo del cartuche no proponen ninguna diferencia en su
peso.




4.1 Una empresa fabricante de llantas especiales para
vehiculos de la industria de la construccion cuenta con cua-
iro plantas donde se fabrica el mismo modelo de llanta con
los niveles de produccion que se muestran.

En cada planta se reproduce de igual manera el proceso
de manufactura y la gerencia de preduccion desea saber si
existen diferencias en la produccion de cada planta a traves
de un estudio comparativo simple si se considera un error

del 1%.
4.2 Resuelve el problema anterior con un error al 5%.

4.3 Una planta fabricante de un filamento especial para
lamparas incandescentes labora dos turnos de ocho ho-
ras (matutino y vespertino} con los niveles de preduc-
cion en metros que se citan en |a siguiente tabla.

22430 2510
18360 2610
1460 26410
19200 19.750
13400 20300
27380 17.840
3460 26340

La gerencia de control de calidad esta interesada en co-
nocer si hay diferencia en la produccidn entre los turnos,
por lo que propone efectuar un estudio comparativo
simple con un nivel de confianza de 90%.

4.4 Resuelve el problema anterior considerando un error

del 5%.

4.5 Una empresa empacadora de camaron café para expor-
tacion cuenta con tres lineas de empacado con los siguien-
tes volimenes de produccion de cajas por hora.

50 53 54
55 48 53
48 50 52

m Problemas aplicados a la realidad
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Eres analista de una empresa y el duefio te-encomienda
realizar un analisis por estudios comparativos simples para
establecer si existe o no diferencia en |a produccion de cada
linea al 95% de confianza.

4.6 Una empresa fabricante de bolsas industriales para
agua pene a prueba cuatro de sus disefios inyectando aire a
presion (KPa) hasta que estallen.

13 25 15 25
16 14 15 18
15 13 7 16
T 16 . 15
13 15 25 25

El fabricante desea saber si existe diferencia en |a presion
maxima de las bolsas dependiendo de su tipo. Se propone
realizar un analisis comparativo simple con un nivel de con-
fianza del 90%.

4.7 Analiza el problema anterior, considerando un nivel de

confianza del 95%.

4.8 Un laboratorio realiza prusbas scbre un nuevo
tipo de insulina inyectable para pacientes diabéticos
insulinodependientes. Se seleccionaron 21 pacientes
voluntarios con base en sus caracteristicas fisicas y ex-
pediente clinico. Se repartieron al azar en tres grupos; a
cada grupo se le fijo una dieta igual pero con diferentes
dosis del medicamento. Los investigadores realizan una
prueba de hipotesis estadisticas por estudios compara-
tivos simples para determinar si existe diferencia entre
las dosis aplicadas a eads grupo al censiderar un error

del 5%.

108 105 9%
120 100 97
110 98 100
109 95 95
108 106 102
112 104 105

4.9 Una fabrica de refacciones para autos prueba tres
nuevas aleaciones para las vieletas de direccion de un
auto economico popular. Los resultados de las pruebas
de dureza en unidades Rockwell son las que se mues-
tran en la tabla. La gerencia de control de calidad esta
interesada en saber si existen diferencias en los materia-
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les propuestos para la refaccion, por lo que realiza una
prueba de hipotesis estadisticas para estudios compara-
tivos simples al 99% de confianza.

4,10 Para optimizar el tiempo de acceso a la informacion,
una fabrca de discos duros portatiles de 500 GBE realiza
pruebas en los tres modelos que se encuentran en desarro-
llo en computadoras con el mismo procesador y obtiene los
siguientes tiempos en milisegundos.

2.0 83 &5
a2 &5 &3
83 &4 &7
&1 &a &o
a1 &4 85
8.1 &5 85
a2 &5 &6

Para determinar si existen diferencias entre los modelos, se
pone en practica un proceso de analisis de pruebas estadis-
ticas simples por estudios comparativos simples al 79% de
confianza.

4.11 Con base en el planteamiento del problema 4.1, es-
tablece si existen diferencias entre los grupos propuestos
a traves de un analisis de la varianza de un solo facter y

corrobora los resultados de los calculos mediante la rutina
de Excel.

4.12 Argumenta, jcoinciden los resultados obtenidos por
el estudio comparative simple con el de ANOVA de un selo
factor en el planteamiento del problema 4.17

4.13 Con fundamento en el planteamiento del problema
4.3 establece si existen diferencias entre los grupos pro-
puestos a traves de un analisis de la varianza de un selo
factor. Corrobora los resultados de los calculos mediante la
rutina de Excel; considera un nivel de confianza del 99%.

4.14 Con base en el planteamiento del problema 4.5,
establece si existen diferencias entre los grupos pro-
puestos a fraves de un analisis de |a varianza de un solo
factor. Corrobora los resultados de los calculos median-

te Excel; considera niveles de confianza del 90% y 95%.
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4.15 Con fundamento en el planteamiento del problema
4.6, establece si hay diferencias entre los grupos propuestos
a traves de un analisis de la varianza de un selo facton Co-
rrobora los resultades de los calculos mediante la rutina de
Excel; considera un nivel de confianza del 99%.

4.16 Una empresa de concretos experimenta con un con-
creto basado en tres nuevos tipos de cemento: puzolanico |,
puzolanico Il y puzolanico lll. 5e llevan a cabo pruebas de
resistencia en una mezcla de concreto de 250 kg/cm?. Rea-
liza una prueba de ANOVA de un factor de una muestra para
comparar la resistencia entre las mezclas de concreto y es-
tablece si hay diferencia en la resistencia del concreto de
acuerdo con el tipo de cemento utilizado. Considera un ni-
vel de confianza del 95%.

258

163 2 25
25 46 257
5% 48 755
261 17 251
i 46 183
15 250 53
758 50 pL}
pLT B3| L7
54 150 5%
255 15 255
156 255 54

4.17 Con base en los resultados del problema anterior, rea-
liza un proceso de discriminacion por LSD de un factor.

4.18 Una empresa dedicada a la fabricacion de vidrio de-
sea extender la variedad de sus productos de seguridad.
Quiere lanzar al mercado un nuevo producto al cual le han
afiadido resinas para variar la resistencia del vidrio depeni-
diendo de la cantidad que se afiada. La empresa desea
saber si existe variacion en la resistencia del vidrio (kg/cm?)
entre una nueva resina y la actual al realizar un analisis por
discriminante L5D. En la tabla que sigue se muestra la com-
paracion de las resistencias del vidrio con la resina actual
y la nueva.

Problemas para resolver con tecnologla




4.19 Con base en el planteamiento del problema 4.8, haz
una prueba de discriminante LSD de un factor con el fin de
establecer si existen diferencias entre los grupos propuestos.

4.20 Con fundamento en el planteamiento del problema
4.9, realiza una prueba de discriminante L5D de un factor
con el proposito de establecer si existen diferencias entre
los grupos propuestos.

4.21 Con base en el planteamiento del problema 4.10, rea-
liza una prueba de discriminante L5D de un factor con el fin
de establecer si hay diferencias entre los grupos propuestos.

4.22 Una cocperativa agroindustrial ensaya con cinco
tipos diferentes de aditivos proteinicos para la fermenta-
cion de sus quesos y procede a medir el pH. La empresa
le encarga a un laboratorio en alimentos que les indigque
si existen diferencias entre |os aditives, por lo que los
asesorss llevan a cabo una prueba de ANOVA de un solo
factor al 95% de confianza. En la tabla que sigue apare-
cen los resultados de las pruebas.

404 A1z 47 415 41
407 416 41 419 434
404 415 419 417 414
4m 408 420 414 41

4.23 Con base =n el planteamiento del problema anterior,
realiza un proceso de discriminacion basado en la R de Dun-
can para establecer las diferencias entre los grupos.

4.24 Una empresa fabricante de focos de vaporensaya los
nueves modelos de focos de baja presion para uso comer
cial tratando de decidir entre dos modelos. De momento
se realizan las pruebas de vida Gtil tal como se muestra
en la siguiente tabla. Realiza una prueba de ANCVA de

un factor de una muestra para comparar |a vida util entre
los modelos de foco con un nivel de confianza del 95%.

120 7810
£ 8110
8112 1999
E15 78
816 E050
8116 8ed
108 7356
8112 8106
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4.25 Con fundamento en los resultados del problema ante-
rior, realiza un proceso de discriminacién por LSD.

4.26 Un proceso de fabricacion se reproduce en una planta
por medio de tres maquinas al mismo tiempeo, las 24 horas
del dia durante los siete dias de la semana. El nivel de piezas
producidas por dia se muestra a continuacion:

Martes 385 391 307
Miércoles 410 B 3%
Jueves 405 397 401
Viernes 406 3% 401
Sibado 393 3 3%
Domingo 400 305 308

Realiza una prueba de hipotesis estadistica basada en
ANCVA de dos factores con un error del 5%.

4.27 Con base en los resultados del problema anterior, rea-
liza un proceso de discriminacion por LSD para los factores
ayb.

4.28 Con fundamento en los datos de |a prueba de concre-
to, la empresa productora realiza pruebas sobre un nuevao
aditivo acelerador para concreto con el cual se pretende
estandarizar |a resistencia en los concretos de 250 kgfem?
desarrollados con los tres tipos de cemento: puzolanico |,
puzolanico Il y puzolanico I, Lieva a cabo un analisis de hi-
potesis estadisticas basado en ANOVA de dos factores con
varias muestras al 95% para determinar si existe o no dife-
rencia en la resistencia de los concretos.

P pl%} 254
Aditive 1 " 5 55
5 246 7
256 248 5
16 47 1
p3] 246 23
Bilie B 156 250 53
58 250 754
2% 5 yL1j
Aditiva Il 5 A _}ss
55 2 255
15 255 754
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4.29 Con base en los resultados del problema anterior, haz
un analisis por discriminantes LSD de dos facteres incluyen-
do el analisis por interaccion.

4.30 La empresa fabricante de focos na solo ensaya con el
disefio de los nuevos modelos de focos de vapor de baja
presian para use comercial en cuanto a su vida Gtil, sino tam-
bien con el uso del vapor de sodio y del de mercurio. Realiza
una prueba de ANOVA de dos factores con varias muestras
para determinar si los tipos de vapor y modelos generan

diferencias en la vida Gtil de los focos. Considera un nivel de
confianza del 95%.

g1 8110
§112 T4
g115 781
816 8050
&116 5068
5108 7956
£112 B 106

4.31 Con base en los resultados del problema anterior, lleva
a cabo un analisis por discriminantes LS50 de dos factores,
incluye el analisis por interaccion.

4.32 Una empresa fabricante de autos electricos uiilitarios
para usos especiales realiza pruebas scbre el rendimien-
to del banco de baterias de su nuevo modelo de auto ul-
traligero, el cual cuenta con tres versiones. Para el banco
de baterias propone seis baterias de plomo acido o seis de
niguel-cadmio. La eficiencia eléctrica de! banco en unidades
porcentuales se muestra en la siguiente tabla. Realiza una
prucsba de ANCVA de dos factores al 95% de confianza para
establecer si los tipos de banco y de auto generan diferen-
cias en los rendimientos.

Tabla 439
et | owor | oo
&7% 4% T8
TR Bt 79k
T4 8% B
4% 3% 41%
Bl 85% e
755 B4% i 2
Bhd 9% i
8% BA% B4
8% 855 9%
8% Wk 8%
8% B5% B
Bet 3% Wi
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4.33 Con base en los resultados del problema anterior, rea-
liza un analisis por discriminantes L5D de dos factores inclu-
yendo el analisis por interaccion.

4.34 Un experimento en cuanto a la mejora del disefio de
un helicoptero de aeromodelismo se fundamenta en el ren-
dimiento de la distancia recorrida en razén del tipo de motor
y del fipo de combustible empleado. Las distancias recorri-
das se muestran en la siguiente tabla.

Tabia 4.40

| Mol | Motwr2 | Mo | Motsd
630 590 525 604

&80 5701 540 603
&70 610 534 595
650 585 548 579
&40 554 594
&68 600

Realiza un analisis comparativo simple a efecto de determi-
nar si existen o no diferencias entre los tipos de motor con
respecto al tipo de combustible empleado.

4.35 Un experimento en cuanto a la mejora de un combus-
tible para autos de tipo ecologico se estructuro con base en
probar diferentes tipos de autos compactos. El experimento
midio entre otros parametros el rendimiento en kilometros
por litro: Estos se muestran en la siguiente tabla.

1270 1310 1410 1240 1420 FER S
B 13.00 13912 1278 145 1.5
1270 13.05 1380 1230 1430 FEWLL
1290 1295 1200 1275 1420 B
12.82 1252 1350 1282 1416 LER )
12387 1294 1395 1278 1432 13.e
1292 1297 1398 1280 1432 LER )

Realiza una prueba de hipotesis basada en el ANOVA
de dos factores de una muestra, al 25% de confianza,
a efecto de determinar si existen o no diferencias entre
los tipes de autos con respecto al tipo de combustible
empleado.

4.36 Con fundamento en los resultados del problema an-
terior; realiza un analisis por discriminantes L50. De manera
adicional desarrolla un preceso de discriminacion por coefi-
ciente LSD para cada uno de los factores, asi como para la
interaccion de los mismos.

4.37 Con base en el planteamiento del problema 4.35, rea-
liza una prueba de hipétesis de un factor por tipo de auto de

m Problemas para resolver con tecnologla
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en la R de Duncan. desarrolle un analisis por discriminantes basado en la

4.38 Con fundamento en el planteamiento del pro- R de Duncan,
blema 35, procede a realizar una prueba de hipotesis

manera que se realice un analisis por discriminantes basado I de un factor por tipo de combustible de manera que se

O PROBLEMA RETO

Un experimento en agronomia se estructuro con base en diferentes formas de tratar el suelo
y sembrar una semilla mejorada de cierto tipo de oleaginosa. La cantidad sembrada depen-
dio del clima y de la calidad del agua; las producciones en kilos se muestran en la tabla.

TR ETT

3 in
in

# S EBEE 8. S

4 4 E¥N B8R
X8 3N BNEN
E % ENKEEESES
F 8 sapEYERE

a) Haz un analisis comparativo simple para los tratamientos a efecto de determinar si exis-
ten diferencias entre los mismos.

b) Realiza un analisis comparativo simple para las cantidades de semilla a efecto de deter-
minar si existen diferencias entre las mismas.

¢) Desarrolla un proceso de discriminacion basado en la R de Duncan para determinar si
existen diferencias entre los tratamientos.

d) Realiza un proceso de discriminacion basado en la R de Duncan para determinar si exis-
ten diferencias entre las cantidades.

e) Haz una prueba de hipotesis estadistica por ANOVA de un factor para los tratamientos y
compara estos resultados con los del inciso a). Argumenta, jexisten diferencias entre los
resultados?

f) Realiza una prueba de hipétesis estadistica por ANOVA de un factor para las cantidades
de semilla. Compara estos resultados con los del inciso b). Argumenta, ;existen diferen-
cias entre los resultados?

g) Desarrolla un analisis por discriminantes LSD para los tratamientos con el proposito de
determinar si existen diferencias entre los mismos.

h) Con base en los resultados de los incisos c) y g), jexisten diferencias entre los resultados
de los discriminantes?
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4 Andlisis estadistico de experimentos

i) Realiza un analisis por discriminantes LSD para las cantidades de semilla con el propasito
de determinar si existen diferencias entre ellos.

i) Con base en los resultados de los incisos d) e i), jexisten diferencias entre los resultados
de los discriminantes?

k) Con fundamento en el planteamiento del problema reto, pon en practica una prueba de
hipotesis estadistica basada en el ANOVA de dos factores con el propésito de determinar si
existen diferencias tanto en los tratamientos, como en cantidades y la interaccion entre ellos.

) Realiza un analisis por discriminantes LSD de dos factores tanto para los tratamientos,
como para las cantidades y la interaccion entre ellos con el propasito de determinar si
existen diferencias.
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DIRECCIONES ELECTRONICAS

Practica 3. Disefio de experimentos con dos o mas factores
[http://dm.udc.es/asignaturas/estadistica2/secprac_3.html]
Bases del analisis de la varianza
[http://www.hrc.es/bioest/Anova_2.html]

El analisis de la varianza (ANOVA)- 2. Estimacién de componentes de varianza,
[http://argo.urv.es/quimio/general/anova2cast.pdf]

Tabla t de Student
[www.emp.uva.es/inf_acad/hermer/.../e2t_tabla_t_de_student.pdf]

Valores F de la distribucién F de Fisher
[http://dcb.fi-c.unam.mx/profesores/irene/Notas/tablas/Fisher. pdf]

Tablas de rangos significativos de Duncan
[http://costaricalinda.com/Estadistica/duncan.htm]

Fisher's LSD (Least Significant Difference)
[http://www.mzandee.net/~zandee/statistiek/syllabus/LSD.pdf]

An example of analysis of variance with two factors, compare means
[www.seedtest.org/upload/cms/.user/ANOVA_2.pdf]
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